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Avertissement

Dans tout ce qui suit, on considérera uniquement des espaces vectoriels réels.
Autrement dit, 'expression “espace vectoriel” signifiera toujours “R-espace vec-
toriel”.






CHAPITRE 1

Préliminaires

1. Espaces vectoriels normés
1.1. Normes sur un espace vectoriel.

DEFINITION 1.1. Une morme sur un espace vectoriel E est une application de E dans
R, notée u s ||ul| ou || - ||, vérifiant les propriétés suivantes :

(1) |Jull > 0 pour tout u € E, et ||ul]| =0 seulement pour u =0 ;

(2) [[Au|l = || ||| pour tout uw € E et pour tout \ € R ;

(3) [Ju+v|| < ||ul| + ||v]| pour tous u,v € E (inégalité triangulaire).
Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel muni d’une norme. Pour abréger,
on écrira en général evn au lieu de “espace vectoriel normé”.

Remarque. 11 arrivera souvent qu’on considere plusieurs espaces vectoriels normés F,

F, G ... en méme temps. En général, on utilisera la méme notation || - || pour la norme
de chacun des espaces. S’il est absolument nécessaire d’étre plus précis, on écrira || - || g,
Ao I lles -

Exemple 1. La valeur absolue est une norme sur £ = R, le module est une norme sur
E = C. On supposera toujours que R et C sont munis de ces normes “canoniques”.

Exemple 2. (normes usuelles sur R")

Soit n € N*. On définit des normes || - ||, || - ||1 €t || - ||2 sur E = R™ en posant, pour
x=(x1,...,2,) € R":
%[l = max(|z1],..., |zal),
n
e =" ll,
j=1
x|l =\/23+ -+ 22 .

Dans la suite, on utilisera principalement la norme || - || co-
Remarque. Méme si on aura tendance a privilégier la norme || - ||, il est bon d’ajouter
quelques mots sur la norme || - ||2. Cette norme s’appelle la norme euclidienne. Par
définition, on a ||x||2 = y/(x, %), ou (, ) est le produit scalaire usuel sur R”. La norme

euclidienne et le produit scalaire sont également reliés par la tres importante inégalité
de Cauchy-Schwarz : si x,y € R"”, alors

166y < [lxll2 Iy l2-

Il n’est pas évident que || - ||2 est effectivement une norme : 'inégalité triangulaire
Ix+yll2 < |Ix|l2+]|yll2 n’est pas “immédiate”. On peut la démontrer en “développant”
|x+yll3 = (x +y,x+y) et en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Enfin, pour
n = 2, la norme euclidienne n’est rien d’autre que la norme “module” sur C = R?.
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8 1. PRELIMINAIRES

Exemple 3. Soit [a, b] un intervalle fermé borné de R, et soit C([a, b]) I’espace vectoriel
constitué par toutes les fonctions continues u : [a, b] — R. On définit une norme || - ||
sur C([a,b]) en posant

[ulloo = sup {[u(t)[; t € [a,0]}.

Exemple 4. (espace produit)
Soient F1,...,E, des evn, et soit £ = F1 X --- X E,. Ecrivons chaque vecteur u €
sous la forme u = (u(1),...,u(n)), on u(j) € E;. Alors la formule

Jeull = max (Jfu(V) g, -, Nu(m)ll, )

définit une norme sur £ = F; X -+ X E,, qu’on appelle la norme produit. Chaque
fois qu’on considérera un espace produit F; X --- X E,, on supposera implicitement
qu’il est muni de la norme produit. (Ceci est en accord avec le choix de la norme || - ||
sur R” =R x --- x R).

Ezercice 1. Démontrer ce qui est dit dans les exemples 2, 3 et 4.

FEzercice 2. Soit E un evn. Montrer que si u € E et u # 0 (donc ||ul| # 0), alors
u

’ [l

Ezercice 8. Soit E un evn. Montrer que si u,v € E, alors :

[l = oll| < llu = oll < fa] + e
La premiere de ces inégalités s’appelle 'inégalité triangulaire inverse.

1.2. Normes équivalentes.

DEFINITION 1.2. Soient || - || et || - ||' deuz normes sur un espace vectoriel E. On dit
que || - || et || - || sont équivalentes si on peut trouver deux constantes ¢ > 0 et C' < co
telles que

VueE : ellull < llul < Cllul-

Remarque. La terminologie n’est pas délirante : on définit bien ainsi une relation
d’équivalence sur 'ensemble de toutes les normes sur E. (Ezercice : vérifier).

Ezercice 1. Montrer que les normes || - ||, || - |[1 €t || - ||2 sur R™ sont équivalentes.
Ezercice 2. Pour u € C([0,1]), on pose |lul/1 = fol |u(t)| dt . Montrer que || - |1 est une
norme sur C([0,1]), mais qu’elle n’est pas équivalente & || - ||oo-

Le théoreme suivant signifie en gros que lorsqu’on est en dimension finie (et pour
ce qui va nous intéresser), le choix de la norme n’a aucune importance. Il s’agit
évidemment d’un résultat tres utile, et donc tres important. Il n’est pas nécessaire
de savoir refaire la démonstration, qui est un peu compliquée. En revanche, il est
essentiel de connaitre I’énoncé et de savoir 1'utiliser.

THEOREME 1.3. Sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes les normes sont
équivalentes.

DEMONSTRATION. Tout espace vectoriel de dimension finie étant isomorphe &
R™ pour un certain n > 1, il s’agit de montrer que toutes les normes sur R"™ sont
équivalentes. Pour cela, il suffit de prouver que toute norme sur R™ est équivalente a

I oo



1. ESPACES VECTORIELS NORMES 9

ETAPE 1. Si || - || est une norme sur R”, il existe une constante C' < oo telle que
- <l - oo
DEMONSTRATION. Si u = (u(1),...,u(n)) € R™ et si on note (ey,...,e,) la base

canonique de R", alors

lull - = u(j)e;
j=1
< 3 luGel
j=1
= > (i)l el
j=1
<

n
lulloo x > llesl
j=1

puisque |u(j)| < ||ul|cc pour tout j. On obtient donc le résultat souhaité avec C :=

>-1 llejll (qui est bien une constante indépendante de u € R™). O
ETAPE 2. Si | - || est une norme sur R", il existe une constante ¢ > 0 telle que
- =ell - lloo-

DEMONSTRATION. C’est la partie “difficile”. On va démontrer le résultat par récurrence
sur n.

Pour n = 1, ce n’est pas compliqué : si || - || est une norme sur R! = R, alors
llul| = |ju x 1| = |u| x ||1]| = ¢|Ju||o pour tout u € R, ot ¢ = ||1|| est bien strictement
positif car 1 # 0.

Supposons le résultat vrai pour n > 1, et démontrons le pour n + 1. Soit || - || une
norme sur R"*!. Par 'absurde, on suppose qu’il n’existe pas de constante ¢ > 0 telle
que || - || > ¢]| - ||oo- Cela signifie que pour tout ¢ > 0, on peut trouver un vecteur
u € R™ tel que ||u’|| < ¢|uf]|oo- On a [[uclo # 0 (d’apres 'inégalité stricte), donc
on peut définir v¢ = ﬁ Alors ||[v¢]|eoc = 1 et

1

[l =
[

X ||uf| < c.

1/k

En prenant ¢ = 1/k pour tout k& € N* et en posant vy = v*/*, on obtient ainsi une

suite (vy) C R™* telle que ||v]|leo = 1 pour tout k et |jvg|| — 0.

Ecrivons v, = (vg(1), ..., vi(n+1)). Par définition de || - [|os, on peut choisir pour
tout k£ un indice ji € {1,...,n} tel que |vx(jr)| = ||vklloc = 1. Comme il y a une
infinité d’entiers k& et un nombre fini d’indices j € {1,...,n}, il existe au moins un

j € A{1l,...,n} tel que j = j pour une infinité de k. On peut par exemple supposer
que j =n + 1, et on obtient ainsi une sous-suite (v},) de (vy) telle que |v)(n+1)] =1
pour tout k, autrement dit vy (n + 1) = £1. De méme, il y a une infinité de k tels que
v}, (n+1) = 1, ou bien une infinité de k tels que v} (n+ 1) = —1. On peut par exemple
supposer qu’on est dans le premier cas, ce qui donne une sous-suite (v}) de (v},) (et
donc une sous-suite de (vy)) telle que v}/(n + 1) = 1 pour tout k. Pour simplifier les
notations, on change le nom de v} qu'on appelle & nouveau vi. Au total, on a ainsi
trouvé une suite (vg,) C R telle que vp(n+1) = 1 = ||vp]|co pour tout & et ||vg|| — 0.
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Le point clé est maintenant le suivant : si p, ¢ € N*, alors (v4—vp)(n+1) = 0. Donc,
on peut considérer v,—v, comme un vecteur de R”, en identifiant R” a R"x {0} ¢ R™*.

Par hypothese de récurrence, il existe une constante ¢ > 0 telle que |lul| > ¢ ||u|| o
pour tout u € R” = R™ x {0}. En prenant u := vy — vp, on en déduit qu'on a

(L.1) vg(7) — vp(4)] < (1/) [lvg — v
pour tous p,q € N* et pour tout 5 € {1,...,n}. D’autre part, on a également
[vg = vpll < [lvgll + [[vpll

d’apres 'inégalité triangulaire, et donc ||vg — vp|| = 0 quand p, ¢ — oco. D’apres ,
cela montre que pour tout j € {1,...,n}, la suite (vi(j))ren+ est une suite de Cauchy
dans R, et est donc convergente (critere de Cauchy). Pour chaque j € {1,...,n}, il
existe donc un nombre réel v(j) tel que vg(j) — v(j) quand k — oo. Si maintenant on
pose v = (v(1),...,v(n),1) € R*" alors vi(j) — v(j) pour tout j € {1,...,n+ 1}
puisque vg(n+1) = 1. Par définition de la norme || - ||, cela entraine que ||vgy—v|[cc — 0
(Ezercice). Et comme || - || < C'| - || pour une certaine constante C' (d’apres I'étape
1), on en déduit que ||vy — v|| = 0.
D’apres I'inégalité triangulaire, on a

[ofl < lo = vkl + (ol

pour tout k € N*. Comme ||vg|| — 0 et ||[vpy — v|| — 0, on en déduit ||v]| < 0 en faisant
tendre k vers l'infini, et donc |[v|| = 0. Comme || - || est une norme, cela signifie que
v = 0. Mais ceci est absurde puisque la (n + 1)-iéme coordonnée de v vaut 1. On a
donc obtenu une contradiction, ce qui acheve la démonstration par récurrence. ]

Au total, les faits 1 et 2 donnent le théoreme.
O

Ezercice. Soit N € N*. Déterminer les “meilleures” constantes ¢, et C, telles que
en [uloo < JJulle < Cy ||u]jeo pour tout u € R™.

2. Convergence, continuité
2.1. Suites convergentes.

DEFINITION 2.1. Soient E un evn, (ug)ken une suite d’éléments de E, et u € E. On
dit que la suite (uy) converge vers u si ||ug —ul|| tend vers 0 quand k — co. Avec des
quantificateurs, cela s’écrit

Ve >03KVEk> K : |lup —ul| <e.
(On pourrait tout aussi bien écrire “< e” au lieu de “< e” : pourquoi ?).

REMARQUE. Les suites convergentes restent les mémes si on remplace la norme de E
par une norme équivalente. En particulier, dans un espace vectoriel de dimension finie,
les suites convergentes sont les mémes quelle que soit la norme utilisée, et on peut donc
parler de convergence sans faire explicitement référence a aucune norme.

Ezercice. Montrer qu’on a unicité de la limite ; autrement dit, qu’une suite (uy) ne
peut pas converger vers deux points différents.

Exemple 1. Une suite réelle ou complexe converge pour la norme “valeur absolue” ou
“module” si et seulement si elle converge au sens usuel.
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Exemple 2. Une suite (uy) C R™ converge dans R™ (pour n’importe quelle norme)
si et seulement si elle converge “coordonnée par coordonnée”. Autrement dit, si on
écrit ur = (ug(l),...,ur(n)) et u = (u(l),...,u(n)), alors up — u si et seulement si
ug(j) — w(j) pour tout j € {1,...,n}.

DEMONSTRATION. Par équivalence des normes, il suffit de le voir pour la norme
| - |loo- C’est un exercice facile, qu’il faut absolument savoir faire (et qui d’ailleurs a

déja été utilisé dans la preuve du théoreme . O
Exemple 3. Une suite (uy) C C([a,b]) converge pour la norme || - || si et seulement si
elle converge uniformément sur [a,b]. Pour cette raison, la norme || - ||o s’appelle la

norme de la convergence uniforme.

Exemple 4. Dans un evn produit £ = F; X --- X F,,, une suite converge si et seulement
si elle converge “coordonnée par coordonnée”.

DEMONSTRATION. Exercice (le méme que dans exemple 2). O

2.2. Le théoréme de Bolzano-Weierstrass. Une suite (uy) dans un evn E est
dite bornée s’il existe une constante M < oo (indépendante de k) telle que |lug| < M
pour tout k£ € N. Il n’est pas difficile de montrer que toute suite convergente est
bornée (ezercice). La réciproque est évidemment fausse : considérer par exemple u =
(—1)’“ dans E = R. Le tres important résultat suivant donne cependant une réciproque
partielle en dimension finie. Rappelons qu’une sous-suite de (uy) est une suite (u},)
de la forme u) = u,,, ou (ny) est une suite croissante d’entiers tendant vers I'infini.

THEOREME 2.2. (Bolzano-Weierstrass)
Toute suite bornée dans un evn de dimension finie posséde une sous-suite convergente.

DEMONSTRATION. Par équivalence des normes en dimension finie, il suffit de le
voir lorsque 'evn est R™ muni de la norme || - ||oo-

Soit (uy) une suite bornée dans (R”, || - ||), et écrivons ux = (ug(1),...,ux(n)).
Fixons également une constante M telle que ||uk|lcc < M pour tout k € N.

Comme |ug(1)] < |lug|loc < M pour tout k, la suite (ux(1))ren est bornée dans R.
D’apres le théoreme de Bolzano -Weierstrass usuel, on peut donc trouver une sous-suite
(uy,) de (ug) et un nombre réel I; tels que uj (1) — I; quand k — co. Maintenant, la
suite (u},(2)) est bornée dans R car |u(2)] < ||u},|loc < M, donc on peut trouver Iy € R
et une sous-suite (u}) de (u},) tels que uf(2) — lo. Alors (u}) est une sous-suite de (uy)
telle que u(1) — {1 et u}(2) — lo. En poursuivant ce raisonnement, on obtient apres n

extractions une sous-suite (vy) de (ux) et n nombres réels i, ..., 1, tels que vg(j) = I;
pour tout j € {1,...,n}. Si on pose u = (l1,...,l,) € R", alors (vx) converge vers u
“coordonnée par coordonnée”, et donc au sens de la norme || - ||oo- O

Ezercice. Pour k € N*, soit uy, : [0, 1] — R la fonction nulle sur les intervalles [0, 1/(2k+
1)] et [1/(2k — 1),1], valant 1 au point t = 1/2k, et affine sur les intervalles [1/(2k —
1),1/2k] et [1/2k,1/(2k+1)]. Montrer que la suite (uy) est bornée dans (C([0, 1]), || - ||oo)
mais ne posséde aucune sous-suite convergente.

2.3. Applications continues.

DEFINITION 2.3. Soient E et F deuz evn, et soit A C E. On dit qu’une application
f:A— F est continue en un point a € A si “f(u) tend vers f(a) quand u tend
vers a” ; autrement dit (avec des quantificateurs) :

Ve >030=0d(a,e) >0Vue A : |lu—a| <0 = |f(u)— fla)|| <e.
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(C’est la méme chose si on écrit “< §” et/ou “< €”). On dit qu’une application
f:A— F est continue sur A si elle est continue en tout point a € A.

Remarque 1. Cette définition est exactement la méme que pour les fonctions réelles
d’une variable réelle : on remplace simplement les valeurs absolues par des normes.

Remarque 2. Les applications continues restent les mémes si on remplace les normes
par des normes équivalentes. En particulier, on peut parler d’applications continues
entre deux evn de dimension finie sans faire explicitement référence a aucune norme.

Exemple 1. On dit qu'une application f : A — F est lipschitzienne s’il existe une
constante C' < oo telle que

Vu,v € Az [|f(v) = fu)]| < Cllo =l

(Dans ce cas, on dit que f est C-lipschitzienne). Il est immédiat que toute application
lipschitzienne est continue sur a (on peut prendre §(a,c) = ¢/C pour tout a € A).

Exemple 2. Les “applications coordonnées” sont continues sur R". Autrement dit,
pour tout j € {1,...,n}, I'application 7; : R — R définie par 7j(z1,...,2,) = x; est
continue sur R"

DEMONSTRATION. Par équivalence des normes, on peut supposer que R” est muni
de la norme || - ||oo. Si u = (1,...,2n) €t v = (Y1,...,yn), alors |1;(v) — 7;(u)| =
ly; — ;] < ||[v — ul|loo, ce qui prouve que Iapplication 7; est lipschitzienne. O

Ezercice. Montrer que si E est un evn, alors 'application u — ||u|| est continue sur E.

Le résultat suivant est souvent tres utile.

PROPOSITION 2.4. (caractérisation séquentielle de la continuité)
Pour une application f: A — F, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est continue en un point a € A;
(ii) pour toute suite (ug) C A convergeant vers a, la suite (f(ug)) tend vers f(a).

DEMONSTRATION. Exercice (qu’il faut absolument savoir faire). O
f1(w)
COROLLAIRE 2.5. Soit f : A — R™, et écrivons f(u) = : . Alors [ est continue
fnL(u)
si et seulement si les applications f1, ..., fm sont continues.

DEMONSTRATION. C’est immédiat en utilisant des suites, puisque la convergence
dans R™ est la convergence “coordonnée par coordonnée”. O

Remarque. Ce corollaire est important car il permet de se ramener au cas des fonctions
a valeurs réelles (et non plus vectorielles).

PROPOSITION 2.6. La continuité est préservée par somme, produit (pour les fonctions
a valeurs réelles ou complexes), quotient (quand il est défini), composition (quand elle
a un sens).

DEMONSTRATION. Autre exercice @ savoir faire absolument. Le plus délicat est en
fait le cas du produit : voir le cours d’analyse de lere année si besoin est, ou la preuve
de la proposition |5.9 ([l
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CONSEQUENCE PRATIQUE. Soit f(z1,...,2,) une “formule explicite” dépendant de n
variables x1,...,z, € R et n’utilisant que des fonctions “usuelles”. Alors la fonction f
est continue sur son domaine de définition.

Ce n’est pas un énoncé précis, mais il est clair que cela découle immédiatement
de la proposition : toute “formule explicite” f(x1,...,x,) est construite a partir des
applications coordonnés (qui sont continues) en utilisant des fonctions usuelles (donc
continues), des sommes, des produits et des compositions. La chose importante est
qu’il faut déterminer précisément le domaine de définition de la fonction.

log(z—y)
ery—1

Exemple 1. La formule f(z,y) =
domaine de définition ?

définit une fonction continue. Quel est son

Exemple 2. L’application M +— det(M) est continue sur M, (R).

DEMONSTRATION. On identifie M, (R) 4 R en assimilant une matrice M A la liste
de ses coefficients (apres avoir choisi un ordre d’énumération). La formule définissant
le déterminant montre que det(M) est une fonction polynomiale des coefficients de M,
d’ou la continuité. g

Remarque. 11 faut tout de méme faire un peu attention avec l’expression “formule
explicite”. Il ne doit y avoir qu’une seule formule : une définition “par cas” ne rentre
pas dans la catégorie “formule explicite”. Par exemple, on ne peut pas invoquer la
proposition précédente pour justifier que la fonction f : R? — R définie par f(z,y) =

% si (x,9) # (0,0) et £(0,0) = 0 est continue sur R?.

Ezercice 1. Soient E et F' deux evn, et soit f : E — F. Soit également ) un ouvert
de E (voir la section suivante). Montrer que f est continue en tout point de € si et
seulement si la restriction de f a Q est continue. Est-ce encore vrai si €2 est une partie
quelconque de E?

Ezercice 2. Soit f : R? — R. Montrer que la fonction f est continue en (0,0) si
et seulement si f(rcos@,rsinf) tend vers f(0,0) uniformément par rapport a 6 € R
quand r — 0T,

Ezxercice 3. Montrer que la fonction f de la remarque précédente est effectivement
continue sur R2.

3. Vocabulaire topologique
3.1. Boules.

DEFINITION 3.1. Soit E un evn, a € E et e > 0.
e La boule ouverte de centre a et de rayon e, notée B(a,c), est [’'ensemble
des points u € E vérifiant |[u —a| < e :

B(a,e) ={u € FE; ||lu—al <e}.

e La boule fermée de centre a et de rayon e, notée Bl(a, ), est définie par

B(a,e) ={u € E; |lu—al <e}.
Exemple 1. Si E = R muni de la valeur absolue, alors B(a,¢) est I'intervalle ouvert
Ja—¢,a+¢elet B(a,e) =[a—¢,a+¢]. Si E = C muni du module, alors B(a,¢) est le
disque ouvert de centre a et de rayon ¢, et B(a,¢) est le disque fermé correspondant.
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Exemple 2. Si E = (R%,|| - ||s), alors B(a,€) est le carré de centre a dont les cotés
sont paralleles aux axes de coordonnée et de longueur 2¢.

Exercice 1. Dessiner la boule fermée B(0,1) dans E = (R2,]| - ||1).

Ezercice 2. Montrer que dans tout evn E, une boule B (ouverte ou fermée) est toujours
un ensemble convexe : si u,v € B, alors le segment [u, v] est entiérement contenu dans
B. On rappelle que le segment [u, v] est défini analytiquement par

[u,v] = {(1 = t)u+tv; t €[0,1]}.

Ezxercice 3. Dans la définition des boules, la valeur ¢ = 0 est autorisée. Déterminer
B(a,0) et B(a,0).

3.2. Ouverts et fermés.

DEFINITION 3.2. Soit E un evn. On dit qu’un ensemble Q C E est un ouvert de E
si, pour tout point a € §, on peut trouver r = r(a) > 0 tel que B(a,r) C Q.

Remarque 1. On obtient une définition équivalente en écrivant “B(a,r)” au lieu de
B(a,r). Pourquoi?

Remarque 2. Les ouverts restent les mémes si on remplace la norme de E par une
norme équivalente.

DEMONSTRATION. Exercice. O
Exemple. Dans R, tout intervalle ouvert (borné ou non) est un ouvert.
Exercice 1. Montrer que Q = {(z,y) € R?; xy > 1} est un ouvert de R2.
Ezercice 2. Montrer que toute boule ouverte d'un evn E est un ouvert de F.

PropPOSITION 3.3. Soit E un evn. La famille des ouverts de E vérifie les propriétés
suivantes :

(0) O et E sont ouverts;

(1) toute réunion d’ouverts est un ouvert ;

(2) toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.

DEMONSTRATION. Un exercice qu’il faut savoir faire. ]

Remarque. Si E est un ensemble quelconque, une famille de parties de E vérifiant (0),
(1) et (2) s’appelle une topologie sur E. C’est ce qui explique le titre de cette section
(“vocabulaire topologique”).

DEFINITION 3.4. Soit E un evn. On dit qu’un ensemble C C E est un fermé de E s’il
posséde la propriété suivante : chaque fois qu’une suite (ur) C C converge dans E, sa
limite appartient encore a C.

Exemple. Dans R, tout intervalle fermé (borné ou non, éventuellement réduit a un
point) est un fermé.

Exercice. Montrer que (), E et toute boule fermée de E sont des fermé de E.

PROPOSITION 3.5. Soit E un evn. Un ensemble C C E est fermé si et seulement si
son complémentaire E'\ C' est ouvert.

DEMONSTRATION. Encore un exercice qu’il faut savoir faire. ([l
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COROLLAIRE 3.6. Si E est un evn, alors la famille des fermés de E est stable par
intersections quelconques et réunions finies.

DEMONSTRATION. (C’est immédiat par passage aux complémentaires, en utilisant
la proposition O

La proposition suivante caractérise la continuité en termes d’ouverts et/ou de
fermés. Dans la pratique, c’est presque toujours ce résultat qu’on utilise pour vérifier
qu’un ensemble est ouvert ou fermé.

PROPOSITION 3.7. Soient E et F' deux evn, et soit ® : E — F. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) @ est continue sur E ;

(i) ®=Y(V) est ouvert dans E, pour tout ouvert V. .C F ;

(i) ®~1(C) est fermé dans E, pour tout fermé C C F.

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition [3.5et le fait que f~'(F\ A) = E\ f~1(A)
pour tout ensemble A C F, il et clair que (ii) et (ii’) sont équivalentes. L’équivalence
de (i) et (ii) est un exercice qu’il faut savoir faire. O

Exemple 1. L’ensemble Q = {(z,y) € R?;  # y,z +y > 3etz® + 3% < 6} est un
ouvert de R?, et 'ensemble C' = {(z,y,2) € R3; |z —y| < 5eta® + y22* = 1} est un
fermé de R3.

DEMONSTRATION. Soient ®1, ®5 et ®3 les trois fonctions de R? dans R définies
par ®1(z,y) = v —y, Po(x,y) = v +y et P3(z,y) = 22 + y2. Ces trois fonctions sont
continues (formules explicites), et on a

Q=37 (R\ {0}) N @, (13, +00)) N @5 (] — 00,6]).

Comme R\ {0}, |3, +o0o[ et | — o0, 6] sont des ouverts de R, on voit donc que 2 apparait
comme Dintersection de trois ouverts de R?. D’apres la proposition on en déduit
que € est ouvert. On montre de la méme maniere que C est un fermé de R3, en
I’écrivant comme intersection de deux fermés définis par des fonctions continues bien
choisies. g

REMARQUE. Ce qu’il faut retenir de ces deux exemples est le “slogan” suivant : un
ensemble défini par un nombre fini de “non-égalités” et d’inégalités strictes est ouvert,
et un ensemble défini par un nombre fini d’égalités et d’inégalités larges est fermé.

Exemple 2. L’ensemble des matrices inversibles est un ouvert de M, (R).

DEMONSTRATION. Si on pose ®(M) = det(M), alors la fonction ® est continue
sur M,(R) et 'ensemble des matrices inversibles est exactement ®~1(R\ {0}). O

Ezercice. Donner un exemple d’ensemble A C R qui n’est ni ouvert ni fermé.

3.3. D’autres mots. On renvoie au cours de topologie pour la définition d’autres
termes “topologiques” comme voisinage, intérieur, adhérence et frontiere. Si A
est une partie d’'un evn FE, on notera A son intérieur, A son adhérence, et OA sa
frontiere.

Erercice 1. Quelle est la frontiere de = {(x,y) € R?; zy > 1} dans R??

Ezercice 2. Montrer que dans un evn E, I'adhérence d’une boule ouverte de rayon
€ > 0 est la boule fermée correspondante.
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4. Compacité, connexité, complétude
4.1. Parties compactes d’un evn.

DEFINITION 4.1. Soit E un evn, et soit K C E. On dit que K est compact si, de toute
suite (ug) C K, on peut extraire une sous-suite convergente dont la limite appartient
a K.

Remarque 1. Les ensembles compacts restent les mémes si on remplace la norme par

une norme équivalente. On peut donc parler de compacts dans un espace vectoriel de
dimension finie sans faire explicitement référence & une norme.

Remarque 2. Tout compact K C E est fermé dans E et borné (il existe une constante
M telle que Yu € K : ||ul| < M).

DEMONSTRATION. Exercice & savoir faire. O

PROPOSITION 4.2. Dans un evn de dimension finie, les ensembles compacts sont exac-
tement les ensembles fermés et bornés.

DEMONSTRATION. Soit F un evn de dimension finie. D’aprés la remarque 2 ci-
dessus, il suffit de montrer que si K C E est fermé et borné, alors K est compact.
Soit donc (ug) une suite quelconque d’éléments de K. Alors (ug) est bornée car K est
borné. Comme FE est de dimension finie, on peut appliquer le théoreme de Bolzano-
Weierstrass (théoreme : la suite (uy) possede une sous-suite convergente (uj). De
plus, comme K est fermé dans F, la limite de la suite (u},) appartient & K. ]

Remarque. En dimension finie, pour montrer qu’un ensemble est borné, on peut choisir
la norme qu’on veut par équivalence des normes.

Exemple 1. L’ensemble K = {(z,y) € R?; 22 + 3y? < 1} est un compact de R2.

DEMONSTRATION. 11 est “clair” que K est fermé (il est défini par une inégalité
large). De plus, si u = (z,y) € K alors 22 < 1 et y? < 1/3 (car la somme de 2 termes
positifs est plus grande que chacun des 2 termes), autrement dit |z| < 1 et |y| < 1/+/3.
Donc ||u|lec < 1 pour tout u € K, et par conséquent, K est borné. O

Exemple 2. L’ensemble des matrices orthogonales est un compact de M, (R).

DEMONSTRATION. Par définition, une matrice M est orthogonale si et seulement
'MM = I. Si on pose ®(M) = 'MM, alors ® est une application continue de M, (R)
dans M, (R) (les coefficients de (M) sont des fonctions polynomiales de ceux de M),
et O,(R) = @~ 1({I}). Par conséquent, O, (R) est un fermé de M,(R). D’autre part,
on sait que si M est une matrice orthogonale, alors ses vecteurs colonnes sont de
norme euclidienne égale a 1. En particulier, tous les coefficients de M sont au plus
égaux a 1 en valeur absolue, et donc || M| < 1, ou la norme || - ||« est définie par
|(ai)|loc = max;; |ai;|. Par conséquent, O, (R) est borné dans M,(R). O

Ezercice 1. Soit E = (C([0,1],]| - ||oc). Donner un exemple d’ensemble fermé et borné
dans E qui ne soit pas compact.

Ezercice 2. Montrer que si (x;,) est une suite convergente dans un evn F et si on pose
ZToo = limzy,, alors Pensemble K = {x} U {zy; n € N} est un compact de E.

FEzxercice 3. Montrer que si K et K5 sont deux compacts dans des evn Eq et Fs, alors
K x Ky est compact dans Ey x Fs.
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L’importance de la compacité vient des deux théoremes suivants.

THEOREME 4.3. Soit K un compact d’un evn E. Si f : K — R est une fonction
continue, alors f est bornée et atteint ses bornes.

DEMONSTRATION. On se contente de montrer que f est majorée et atteint sa borne
supérieure. Soit M = sup{f(u); u € K} < oo. (Par convention, on pose sup A = oo
pour un ensemble A non majoré). Par définition de M, on peut trouver une suite
(ug) C K telle que f(ug) — M. Comme K est compact, on peut supposer, quitte
a extraire une sous-suite, que la suite (uy) converge vers un certain u € K. Alors
f(ug) — f(u) par continuité, et donc f(u) = M. Cela prouve a la fois que M < oo
(i.e. que f est majorée) et que f atteint sa borne supérieure. ([l

FEzercice 1. Soit K un compact de C contenu dans Q = {z € C; Re(z) > 0}. Montrer
qu’on peut trouver a > 0 tel que Vz € K : Re(z) > a.

Ezercice 2. Soit Q@ = {z € C; Re(z) > 0}. Montrer que la série > e "* converge
normalement sur tout compact de 2.

THEOREME 4.4. Soit K un compact d’un evn E, et soit F un autre evn. Si: K — F
est continue, alors [ est uniformément continue. Autrement dit, étant donné e > 0,
on peut prendre le méme “0 de continuité” pour tous les points a € K.

DEMONSTRATION. Avec des quantificateurs, il s’agit de montrer la chose suivante
(comparer avec la définition de la continuité) :

Ve>030=09(e) >0Va,ue K : |[u—al| <d = | f(u) — fla)] <e.
Supposons que cela ne soit pas vrai. Alors on peut trouver g9 > 0 tel que
Vo >0da,uec K : |lu—al <9d et ||f(u)— fla)|]| >eo.

En prenant 6 = 1/k (ou k € N*), on obtient deux suites (ag), (ux) C K telles que
|lug — ag|| — 0 et || f(ur) — f(ar)|| = €0 pour tout k € N*. Comme K est compact,
on peut supposer, quitte & extraire une sous-suite, que (ax) converge vers un certain
a € K. Alors ug, = (ux, — ax) + ay, tend également vers a puisque uy — a — 0. Par
continuité, f(ay) et f(ug) tendent tous les deux vers f(a), et donc f(ug) — f(ar) — 0.
Comme || f(ux) — f(ar)|| > €0 > 0 pour tout n, on obtient donc une contradiction. [

Voici une conséquence ce théoréme qui nous sera utile plus tard.

COROLLAIRE 4.5. Soit ¥ : I X [a,b] — F une application continue, ot I est une partie
d’un evn E et [a,b] est un intervalle compact de R. Pour tout t € I, notons ¥(t,-) la
fonction continue x — V(t,x). Alors Uapplication t — Y(t,-) est continue de I dans

C([a,b]).

DEMONSTRATION. Soit (t,) une suite de points de I convergeant vers to, € I. Alors
Pensemble K = {t,; n € N} U{ts} est compact, donc K x [a, b] également, et donc la
fonction ¥ est uniformément continue sur K x [a, b]. Il est alors facile de vérifier que
U(ty,x) tend vers ¥(tso, ) uniformément sur [a,b|, ce qui signifie que ¥(t,, ) tend
vers U(to, ) dans l'espace C([a,b]). O
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4.2. Ouverts connexes d’un evn.

DEFINITION 4.6. Soit Q un ouvert d’un evn E. On dit que ) est connexe s’il est im-
possible de partitionner Q en deuzr ouverts non vides. Autrement dit, s’il est impossible
d’écrire Q = Qo U Qq, ot Qo et Q1 sont des ouverts non vides et Q1 Ny = 0.

Il faut connaitre cette définition, mais on renvoie au cours de topologie pour plus
de détails. Le seul résultat dont on aura besoin (et en fait, on pourrait s’en passer)
est la proposition ci-dessous. Appelons ligne brisée dans un evn F tout ensemble L
constitué d’un nombre fini de segments mis bout a bout (et pouvant éventuellement se
recouper) ; autrement dit, tout ensemble du type L = [ag, a1]U[a1, a2]U- - -Ulan—1,an],
ou les a; sont des points de F (ce qu’on vient d’écrire suppose N > 2, mais bien entendu
un segment [ag, a1] est aussi une ligne brisée). De maniére équivalente, une ligne brisée
est 'image d’une application 7 : [0, 1] — E continue et affine par morceaux. (Ezercice :
montrer que c’est bien la méme chose).

PROPOSITION 4.7. Soit E un evn. Pour un ouvert Q) C F, les propriétés suivantes sont
équivalentes :
(i) Q est conneze;
(ii) deux points quelconques de Q peuvent toujours étre reliés par une ligne brisée
entierement contenue dans €.

DEMONSTRATION. Pour montrer que (i) entraine (ii), supposons 2 connexe. Soit
u € § fixé. Il suffit de montrer que tout point v € ) peut étre relié a u par une ligne
brisée contenue dans €2, puisque u est un point arbitrairement choisi de 2.

Notons 2y I’ensemble des points v € ) qui peuvent étre reliés a u, et 21 I’ensemble
des points qui ne peuvent pas étre reliés a u. Il s’agit de montrer que €2y est vide.
Comme 2 est supposé connexe et comme )y n’est pas vide (il contient u grace a la
ligne brisé “triviale” L = [u,u]), il suffit pour cela de montrer que Qg et 23 sont tous
les deux ouverts.

Soit v € Qg quelconque, et choisissons une ligne brisée L C ) joignant u a v.
Comme () est ouvert, on peut trouver r > 0 tel que B(v,r) C Q. Si w € B(v,r),
alors le segment [v, w] est contenu dans B(v,r) (et donc dans ) car la boule B(v,r)
est convere. Par conséquent, la ligne brisée L,, = L U [v,w] est contenue dans €2, et
relie évidemment u & w. Ainsi, tout point w € B(v,r) appartient a €y, autrement dit
B(v,r) C Q9. On a donc montré que  est ouvert.

Soit maintenant v € £ quelconque, et choisissons r > 0 tel que B(v,r) C €. Si on
pouvait relier u & un point w € B(v,r) par une ligne brisée L C €2, alors on pourrait
relier u a v par la ligne brisée L U [w,v] (qui est contenue dans € par convexité de
B(v,r)); mais ceci est exclu puisque v € Q1. Par conséquent, aucun point w € B(v,r)
ne peut étre relié a u, autrement dit B(v,r) C ;. Cela montre que §2; est également
ouvert.

Montrons maintenant que (ii) entraine (i). On raisonne par I’absurde en supposant
que (ii) est vérifiée mais que (i) ne lest pas. On peut donc écrire 2 = gy U Q;, ou
Qo et Q; sont des ouverts non vides et Qy N Q; = (. Choisissons un point uy € Qg et
un point u; € ;. D’apres (ii), on peut trouver une application continue (et affine par
morceaux) 7 : [0, 1] — E telle que v(0) = ug, y(1) = u; et y(t) € Q pour tout ¢ € [0, 1].

Posons a = sup {t € [0,1]; v(¢) € Qp}. Cela a bien un sens car 'ensemble A = {t €
[0,1]; v(t) € Qo} est non vide (il contient ¢t = 0 car v(0) = up € ) et majoré par 1.
On va montrer que y(a) n’appartient ni a g, ni & Q4, ce qui fournira une contradiction
puisque par hypothese v(a) doit appartenir a © et Q = Qo U Q.
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Par définition de a, on peut trouver une suite (ax) C A telle que a; — a. Alors
v(ag) — v(a) par continuité de 7. Comme (ay) € Qo C E '\ 1 pour tout k et comme
E\ Q; est fermé dans E, on en déduit que y(a) € E'\ 4, autrement dit y(a) & Q.

Supposons que y(a) € Q. Alors a < 1 car y(1) = u; € Q1 et Q1 NQy = . Comme
Qo est ouvert et que 7 est continue, on peut trouver § > 0 tel que y(t) € Qp pour
tout t € [0, 1] vérifiant |t — a| < . Comme a < 1, on en déduit qu’on peut trouver un
t > a tel que y(t) € Qp; mais cela contredit la définition de a. On a donc montré que
~v(a) & Qq, ce qui termine la démonstration.

]

COROLLAIRE 4.8. 5i E est un evn, alors tout ouvert convexe de E est connexe. En
particulier, E lui méme est connexe (ce qui n’était pas évident a priori).

Ezercice. Soit £ un ouvert d’'un evn E, et soit R une relation d’équivalence sur €.
On suppose que la classe d’équivalence [u]r de tout point u € € est un ouvert de E.
Montrer que 2\ [u]r est également un ouvert, pour tout u € §2. Pourquoi cet exercice
est-il placé ici?

Remarque 1. La proposition précédente a un grand intérét pratique : il est souvent
beaucoup plus facile de montrer qu’un ouvert “concret” vérifie la propriété (ii) que de
prouver qu’il ne peut pas étre partitionné en deux ouverts non vides disjoints.

Remarque 2. Une partie A de E est dite connexe par arcs si, pour tous u,v € A, on
peut trouver un “chemin continu reliant u & v dans A”, i.e. une application continue
v : [0,1] — E telle que v(0) = u, v(1) = v et () € A pour tout ¢t € [0,1]. La
démonstration précédente a établi qu'un ouvert de E est connexe si et seulement si il
est connexe par arcs. (Exercice : vérifier).

4.3. Espaces complets.

DEFINITION 4.9. Soit E un evn. On dit qu’une suite (ux) C E est une suite de
Cauchy si ||ug — up|| = 0 quand p,q — oo ; autrement dit :

Ve > 03K Vp,q> K : |lug—u| <e.
On dit que l’espace E est complet, ou encore que E est un espace de Banach, si
toute suite de Cauchy (u) C E est convergente.

Ezercice. Montrer qu’une suite convergente est toujours de Cauchy, et que toute suite
de Cauchy est bornée.

REMARQUE. Un evn complet reste complet si on remplace la norme par une norme
équivalente.

Exemple 1. R et C sont complets : c’est le critéere de Cauchy pour les suites
numériques.

Exemple 2. Tout evn de dimension finie est complet.

DEMONSTRATION. Par équivalence des normes, il suffit de montrer que R" est
complet pour la norme || - ||oo. Soit donc (u) C R™ une suite de Cauchy pour || - ||oc,
et écrivons uy = (ug(1),...,ug(n)). Si j € {1,...,n}, alors

g (j) — up()] < lJug — uplleo
pour tous p,q € N. On en déduit que la suite (ux(j))ren est de Cauchy dans R, et
converge donc vers un certain nombre réel I;. Si on pose u = (ly,...,l,) € R", alors
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(ug) converge vers u coordonnée par coordonnée, et donc au sens de la norme || - | co-
Ainsi, on a bien montré que la suite de Cauchy (uy) est convergente. ([l
Exemple 3. L’espace C(]0,1]) est complet pour la norme || - || : c’est la traduction

du critere de Cauchy uniforme pour les suites de fonctions continues.

Le résultat suivant est souvent tres utile. Si (ux) est une suite dans un evn E, on
dira que la série ) uy est convergente si la suite des sommes partielles Sy, = Zf:o Uu;
converge dans E'; et on dira que la série > uj est normalement convergente si la
série & termes positifs Y ||uk|| est convergente.

ProOPOSITION 4.10. Dans un evn complet, toute série normalement convergente est
convergente.

DEMONSTRATION. Soit Y uy une série normalement convergente dans un evn com-
plet E, et posons S = Zf:o u;. Sip < q, alors

1= Sell = || 3w
q
37 il

i=p+1

oo
> il

i=p+1

IN

IN

Comme la série ) ||uy| est convergente, le “reste” >_ % | [lu;[| tend vers 0 quand p — oo.
Par conséquent, ||.S; — S| tend vers 0 quand p,q — oo; autrement dit la suite (Sk)
est de Cauchy dans E. Comme FE est supposé complet, cela montre que la suite (S)
est convergente, i.e. que la série Y u converge dans E. [l

Remarque. En fait, on peut montrer que la proposition précédente caractérise les es-
paces complets : si ' est un evn dans lequel toute série normalement convergente est
convergente, alors E est complet. C’est un exercice intéressant.

5. Applications linéaires et multilinéaires

5.1. Applications linéaires continues. Bien que facile & démontrer, le théoreme
suivant est trés important. Dans la pratique, c’est toujours en utilisant ce théoreme
qu’on montre qu’une application linéaire donnée est continue, et pas en revenant a la
définition de la continuité.

THEOREME 5.1. (critére de continuité)
Soient E et F' deuz evn, et soit L : E — F une application linéaire. Les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

(i) L est continue;

(ii) 4l existe une constante C < oo telle que Vu € E : ||L(u)|| < C||u].

DEMONSTRATION. Supposons L continue. Alors L est continue en 0, donc on peut
trouver § > 0 tel que ||L(v) — L(0)|| < 1 pour tout v € E vérifiant [[v — 0] < 0;
autrement dit :

lo]l <0 = [IL(v)] < 1.
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Soit maintenant u € E' quelconque, avec u 7 0. Alors v = & it vérifie ||| = 6, et on
a donc
I ()l <
[l
Mais HL ((5 ”Z—”> H = ’ ﬁ L(u)” = ﬁ |IL(w)||, donc 'inégalité précédente s’écrit
1
L)) < Ll

Ceci reste évidemment vrai pour u = 0, et on a donc montré que (ii) est vérifiée avec
C=1/6.

Supposons maintenant que (ii) soit vérifiée pour une certaine constante C. Pour
tous u,v € E, on a alors (par linéarité de L)

I1L(v) = L(u)]| = |IL(v —w)[| < Clv —ul|,
ce qui montre que L est lipschitzienne et donc continue. O

REMARQUE. La fin de la démonstration a établi que si C' est comme dans (ii), alors L
est C-lipschitzienne.

COROLLAIRE 5.2. Si l’espace de départ E est de dimension finie, alors toute application
linéaire L : E — F est continue.

DEMONSTRATION. Par équivalence des normes, on peut supposer que £ = (R, || -
l)- Notons (e1, ..., e,) la base canonique de R"™. Siu = (u(1),...,u(n)) = > T u(j)e; €
E, alors

I = |[L | > ulie;

3

AN
=
<X
=
=~
—

Q]
<.

IN

ulloo x> I1L(ej)]l -
j=1

La propriété (ii) du critere de continuité est donc vérifiée avec C' = Y7 ||L(e;)|| (qui
est bien indépendante de u € R™). O

Ezercice 1. Une démonstration identique a déja été faite. A quel endroit ?

Ezercice 2. Montrer que si E est un evn, alors I'application (u,v) + u-+ v est continue
de £ x FE dans FE.

NOTATION. Si E et F sont deux evn, on notera toujours L(FE, F') 'espace vectoriel
constitué par les applications linéaires continues de E dans F. Si E = F, on écrit
L(FE) au lieu de L(E, E). Pour F = R, on écrira souvent E* au lieu de L(EF,R). Un
élément de E* s’appelle une forme linéaire continue (sur E), et espace E* s’appelle
le dual de E.
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DEFINITION 5.3. Soient E et F deuz evn. Si L : E — F est une application linéaire
continue, on pose

| Ll 2,y = sup {HL(U)HF; ue B u# 0} :
lull 2

REFORMULATION. ||L|z(g,F) est la plus petite constante C' telle que || L(u)|| < C'[Jul|
pour tout u € E. Donc, pour un nombre réel positif C, on a I’équivalence

Ll < C = Vue E : [[Lu)| < Cllu].

Une conséquence est qu’il est en général plus ou moins “automatique” de majorer
| L||z(E,F)- En revanche, une minoration demande a priori plus d’initiative.

Remarque 1. La notation n’est pas fantaisiste : || - ||z(g, r) est effectivement une norme
sur L(E,F), qui est dite subordonnée aux normes de E et de F. On supposera
toujours que L(F,F) est muni de cette norme, et en conséquence on écrira le plus
souvent || - || au lieu de || - ||z, F)-

Remarque 2. La norme | L||z(g ry dépend des normes choisies sur E et F'. Mais si on
remplace les normes de E et F' par des normes équivalentes, on obtient une norme
équivalente sur L(E, F).

Ezxercice. Démontrer ce qui est dit dans les remarques 1 et 2.
Exemple 1. Si E est un evn, alors ||Idg|| = 1.

Exemple 2. Soit E = (R™,|| - ||ec). Pour b = (b1,...,b,) € R", notons 0 : E — R la
forme linéaire (continue) définie par

@b(azl, ce ,1‘n) = Z bj:L'j .
7=1

Alors [|©p]|p+ = [[bll1 = 27—, [bj|. De maniére un peu pédante, on dit que “(R", || - [|s0)*
s’identifie isométriquement a (R™, || - ||1)”.
DEMONSTRATION. Pour tout u = (z1,...,z,) € R", on a

©y(u)] < D 1bjl [
j=1

n
< max [z x Y [bj]
J =1

= [lbllx fleloo -

Par définition de la norme d’une forme linéaire, on a donc |G| < ||b]|1.

Pour montrer qu’on a aussi ||© > ||b1, il suffit de trouver u € R" tel que
|ul|loc = 1 et Oy(u) = ||b]|1. Pour tout j € {1,...,n}, choisissons ¢; = £1 tel que
g;b; = |bj]. Alors u = (£1,...,ep) convient : on a [lullec = 1, et Op(u) = > 7 ejb; =
221 [bj1 = [1bl]1- O

Ezercice. On garde les notations de 'exemple 2. Exprimer ©y(u) a l'aide du produit
scalaire usuel de R", puis montrer que si on munit R de la norme euclidienne, alors
10| = [|]]2-
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NOTATION. On notera toujours AB la composée de deux applications linéaires A et
B,ie. AB=AoB:siBe L(E,F)et Ac L(F,G) (ou E, F,G sont trois evn), alors
AB € L(E,G) et AB(u) = A(B(u)). En accord avec cette notation, si A € L(E) et
k € N* on note A* la composée Ao ---0 A (k fois). On pose aussi A = I.

PROPOSITION 5.4. Si B € L(E,F) et A€ L(F,G), alors ||[AB|| < || A || B]|-
DEMONSTRATION. C’est “mécanique” : on a
[AB(u)|| = [[A(B(w)]| < Al [[B(w)| < [[A[[|B| f|u]
pour tout v € E, d’ou le résultat. ]
COROLLAIRE 5.5. Si A € L(E), alors | A¥|| < ||A||¥ pour tout k € N.
DEMONSTRATION. Une récurrence “immédiate”. O

Remarque importante. On sait bien que M, (R) s’identifie canoniquement a L(R").
A chaque norme sur R™ correspond donc une norme subordonnée sur M, (R). On
dira qu'une telle norme sur M, (R) est une norme matricielle. D’apres la propo-
sition précédente, une norme matricielle est toujours sous-multiplicative (||AB| <
[A[I[B]]) et on a [[I]| = 1.

Ezercice. Montrer que pour toute matrice A € M, (R), la série ) Ak—f converge dans
M, (R).

PROPOSITION 5.6. Soient E et F' deuxr evn. On suppose que F est complet. Alors
L(E,F) est complet pour la norme || - ||z(g,F)-

DEMONSTRATION. Soit (L) une suite de Cauchy dans L(E, F'). Il s’agit de montrer
que (Ly) converge dans L(E, F'), autrement dit de trouver une L € L(E, F) telle que
Lk — Lllz(g,7) — 0. Cela va se faire en 3 étapes, ce qui est toujours le cas lors d'une
démonstration de complétude : on commence par identifier un “candidat limite”, puis
on montre que ce candidat appartient bien a ’espace considéré (ici L(E, F)), et enfin
que la suite converge effectivement vers le candidat limite au sens de la norme de
I’espace en question.

Pour tout u € F et pour p,qg € N, on a

1Lq(w) = Lp(u)ll < [1Lq = Lpllecer) < [lull-

Comme la suite (Ly) est de Cauchy, on en déduit que la suite (Ly(u)) est de Cauchy
dans F', et est donc convergente puisque F' est supposé complet. Pour tout v € E, on
peut donc poser

L(u) = lim Lg(u).

k—o0

L’application L : E — F ainsi définie est notre “candidat limite”.

Il est clair que L est linéaire car les Ly le sont. De plus, la suite (L) est bornée
dans L(E, F) car elle est de Cauchy : a donc une constante M telle que || Lyl < M
pour tout k € N, ce qui s’écrit encore (par définition de la norme de L(E, F))

Vu € EVE : || Lp(w)| < M |u].

En faisant tendre k vers I'infini, on en déduit qu'on a ||L(u)|| < M ||u|| pour tout u € E,
ce qui prouve que lapplication linéaire L est continue. Ainsi, L € L(E, F).
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Pour montrer que ||Ly — L||z(g,7) — 0, fixons ¢ > 0. Comme (L) est de Cauchy
dans L(E, F), on peut trouver K tel que ||L; — Ly|lz(p,r) < € pour p,q > K. Par
définition de || - [|z(g,r), cela s’écrit

Vue BVp,q> K ¢ (Lo — Ly)(w) << ul.
En fixant p et en faisant tendre ¢ vers 'infini, on en déduit (puisque Lg(u) — L(u))
Vue EVp > K : |(L— Lp)(u)|| < e llull.

Par définition de || - ||z ) (& nouveau), cela signifie qu'on a ||L — Ly || 2(g,Fy < € pour
tout p > K, ce qui termine la démonstration. O

COROLLAIRE 5.7. Si E est un evn, alors son dual E* est un espace de Banach.

Remarque. Si E et I sont tous les deux de dimension finie, alors la preuve précédente
est inutile puisque L(FE, F') est également de dimension finie, et donc complet pour
n’importe quelle norme.

5.2. Applications bilinéaires continues.

DEFINITION 5.8. Soient E1, Ey et F trois evn. Une application B : E1x Ey — F est dite
bilinéaire si B(ui,ug) est linéaire par rapport a chaque variable ui, ug séparément ;
autrement dit, si pour tout uy € Ey fixé, Uapplication uz — B(ui,uz) est linéaire, et
pour tout ug € Eo fizé, l'application u; — B(u1,u2) est linéaire.

Remarque. Intuitivement, une application bilinéaire est un “produit”. Il est toujours
bon de garder cette idée en téte.

Exemple 1. Le produit usuel (z,y) + xy est bilinéaire de RxR dans R. Plus généralement,
si E est un espace vectoriel, alors 'application (A, u) — Au est bilinéaire de R x E' dans
E.

Exemple 2. Si on note (, ) le produit scalaire usuel sur R", alors I’application (x,y) —
(x,y) est bilinéaire de R™ x R™ dans R.

Exemple 3. Si E et F sont des evn, alors l'application (L,u) — L(u) est bilinéaire de
L(E,F) x E dans F.

Exemple 4. Si E, F,G sont des evn, alors Papplication (S,T) — T'S est bilinéaire de
L(E,F) x L(F,G) dans L(E,G).

La proposition suivante caractérise la continuité pour les applications bilinéaires de
maniére analogue a ce que fait le théoréme[5.1] pour les applications linéaires. Rappelons
que si Fj et Ey sont deux evn, alors F/q X Eo est muni de la norme produit, et qu’une
suite converge dans F; x Ejs si et seulement si elle converge coordonnée par coordonnée
(cf Pexemple 4 de la section et ’exemple 4 de la section

PROPOSITION 5.9. (critére de continuité)
Soient Eq, Eo et F trois evn. Pour une application bilinéaire B : E1 X Ey — F, les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) B est continue ;

(ii) il existe une constante C' < oo telle que

V(z,y) € Ex X Ey = [|B(z, )|l < C [ [[y] -
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DEMONSTRATION. L’implication “(i) entraine (ii)” se démontre exactement comme
pour les applications linéaires (voir la preuve du théoreme mais attention : la
constante qui sort est cette fois C' = 1/§2. Pourquoi?). Inversement, supposons (ii)
vérifiée. Soit (ug)reny = (zk,yr) une suite dans E; X Fy convergeant vers u = (x,y) €
Ey x E. Par bilinéarité et en utilisant (ii), on a
1B(zr — 2, yi) || + 1B,y — y) |
C(llor — | Nyl + Il [lye — yll) -

D’autre part, la suite (yi) est bornée puisqu’elle converge vers y Il existe donc une
constante M telle que |lyx|| < M pour tout k € N, et on obtient ainsi

1B(zk, k) = B(z,y)l| < OM [lz), — zf| + C |y =yl

Comme z — x et yr — y, cela montre que B(xg,yr) tend vers B(z,y). Par
conséquent, B est continue. ]

IN A

Ezercice. Comparer la preuve précédente avec celle (vue en premiére année) du fait
que si (ug) et (vg) sont deux suites numériques convergentes de limites u et v, alors
UEVE — UV.

COROLLAIRE 5.10. Si E|F et G sont trois evn, alors l'application (S,T) — TS est
continue de L(E,F) x L(F,G) dans L(E,G).

DEMONSTRATION. Cette application est bilinéaire, et on a ||[T'S| < ||T|||S]]. O

COROLLAIRE 5.11. Si Ey et Ey sont des evn de dimension finie, alors toute application
bilinéaire B : E1 x By — F' est continue.

DEMONSTRATION. Pour u; € Ej, notons By, : Es — F Dapplication définie par
By, (u2) = B(u1,usz). Cette application est linéaire par bilinéarité de B, et elle est
donc continue puisque dim(E3) < oo. Ainsi, By, € L(Es, F), et on a donc sous la
main une application u; — B, de E; dans L(FEs, I). Cette application est linéaire
par bilinéarité de B, donc continue puisque dim(E;) < oo. Il existe donc une constante
C telle que

| Buy || 2o,y < C lur|
pour tout w1 € E7. On en déduit

[B(u1,u2)ll = || Bu (u2)]
< Bu [ Juzll
< Ol fJuzll
pour tout (u1,us) € E1 x Eg, ce qui prouve que B est continue. ]

AUTRE DEMONSTRATION. On procéde comme dans la preuve de la continuité des
aplications linéaires en dimension finie (corollaire [5.2)). Par équivalence des normes,
on peut supposer que F; = R™ et Ey = R", tous deux munis de la norme || - ||s0-
Soient (eq,...,en) la base canonique de R™ et (f1,..., fn) la base canonique de R™.
Siz=>1"ze; e R et y=> 7y;f; € R alors, par bilinéarité,

B(z,y) =Y awy; Blei, f;) -
ij

On en déduit qu'on a ||B(z,y)|| < C||z]le ||y]lcoc pour tout (z,y) € R™ x R™, ou
C =2 IBleis el O
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Ezercice 1. Soient E et F' des evn. Montrer que I’application (T, u) — T'(u) est continue
de L(E,F) x E dans F.

Ezercice 2. Soit E un evn. Montrer que Papplication (A, u) — Au est continue de R x E
dans E.

5.3. Applications multilinéaires continues. Soient E1,...,E, et F' des evn.
Une application P : Fy x - -+ X E, — F est dite n-linéaire si P(uy,...,u,) est linéaire
par rapport a chaque variable séparément. Par exemple, I'application (uy,...,uy) —
det(uy,...,u,) est n-linéaire de R™ x --- x R"™ dans R.

Exactement comme pour les applications bilinéaires, on montre qu’une application
n-linéaire P : 4 X --- X E,, — F est continue si et seulement si il existe une constante
C telle que

(1) V(unretn) € By X o X By [|P(un, - un)| < Cllunl] -+ Junl]-

La démonstration est identique bien qu’un peu plus pénible a écrire et constitue
un exercice instructif (essayer avec n = 3).

On peut également démontrer par récurrence sur n que si une application n-linéaire
P:FEyx---xE, — F vérifie , alors elle est continue. Supposons le résultat acquis
pour n — 1 (avec n > 2), et soit P : Fy X --- x E, — F une application n-linéaire
vérifiant (5.1). Pour (u1,...,upn—1) € E1 X - X Ep_1, notons Pry, ., ) @ En = F
I'application linéaire définie par P, . ., ,)(v) = P(u1,...,up—1,v). Par , on a

1 Pur 1) W < C lJu]] -+ [Jun—1]l [J0] -
Par conséquent I'application linéaire P, . ., ,) est continue, avec || Py, . u, )l <
Cllur]| - - - ||un—1||- D’apres I'hypothese de récurrence, on en déduit que l'application
(n — 1)-linéaire (u1,...,un—1) = P, u,_,) est continue de Ey x --- x Ej, 1 dans

L(E,, F). Maintenant, si u = (u1,...,u,) € E1 X -+ x E,, alors

P(Ul, ce :un) = P(ul,...,un_l)(un) = B(P(ul,...,un_1)7 un) b
ou B: L(E,, F)x E, — F est 'application bilinéaire définie par B(T,v) = T'(v). On a
vu plus haut que cette application B est continue, donc P est continue par composition.

On déduit comme plus haut du critere de continuité que si Ei,..., E, sont de
dimension finie, alors toute application n-linéaire de F7 x --- X E,, dans un evn I est
continue.

Ezercice. Soit E un evn. Montrer que pour tout n € N, I'application L — L™ est
continue sur L(E).

6. Scalarisation

Le but de cette section est de démontrer le lemme suivant, qui sera tres important
pour nous. La preuve est loin d’étre facile, et il n’est pas nécessaire de savoir la refaire.
Mais bien entendu, il faut absolument connaitre le résultat et savoir 'utiliser.

LEMME 6.1. (lemme de scalarisation)
Soit E un evn. Pour tout a € E, on peut trouver une forme linéaire continue © € E*
telle que ||©] <1 et O(a) = ||a|.

Remarque. Si a # 0, on a alors en fait ||©| = 1 puisque [|©] X ||a|]| > O(a) et donc
|©]| > 1 en divisant par [|a].
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DEMONSTRATION DU LEMME LORSQUE F = (R™, || - ||s). Dans ce cas, c’est tres
simple et il faut savoir refaire la preuve. Soit @ € E quelconque. Par définition de la
norme || - ||, On peut trouver jo € {1,...,n} tel que |aj,| = |la|loo. Soit eg = £1 tel
que €oaj, = |aj,|, et soit © € E* la forme linéaire défijnie par ©(z1,...,x,) = €0xj, ;
autrement dit et avec les notations de 'exemple 2 donné apres la définition[5.3, © = ©,
oub=(0,...,€0,...0) (avec g9 a la place jo). Alors |©| = ||b]l; =1 et O(a) = |aj,| =
lallo- O

Ezercice. Démontrer le lemme de scalarisation lorsque E = (R", || - ||2).

DEMONSTRATION DU LEMME DANS LE CAS OU dim(FE) < oo. Ici, on ne peut pas
s’en sortir en invoquant ’équivalence des normes : c’est un peu plus compliqué. Ap-
pelons solution partielle (au probleme qu’on est en train de considérer) toute forme
linéaire (continue) ® : F' — R définie sur un sous-espace vectoriel F' C E contenant
a, telle que ||®]] < 1 et ®(a) = [la||. Avec cette terminologie, ce qu’il faut faire est
montrer qu’il existe une solution partielle © définie sur E tout entier. Dans la suite,
on supposera a # 0 (si a = 0, il suffit de prendre © = 0).

Farr 1. Il existe au moins une solution partielle ®y définie sur Fy = Ra.

DEMONSTRATION. Soit @ : Fy — R la forme linéaire définie comme suit :
VAeR : Pp(Aa) = |la|| .
Pour u = Xa € Fy, on a |[Po(u)] = |A]|lal] = [Jul|, donc ||®p]] < 1; et bien sir

®g(a) = ||al|. Ainsi, ®( est une solution partielle. O

FAarT 2. Si @ : FF — R est une solution partielle et si e € E \ F, alors ® peut se
prolonger en une solution partielle définie sur F' & Re.

DEMONSTRATION. Fixons ® : F — R et e € E\ F. Il est clair que toute forme
linéaire ® : F & Re — R prolongeant ® vérifie ®(a) = |la||. Donc il s’agit simplement
d’en trouver une qui vérifie aussi |®| < 1, autrement dit |®(u)| < |ju| pour tout
u € F @ Re. En fait, il suffira de vérifier qu’on a

P(u) < [|ull
pour tout u € F'@Re, car si on applique cette inégalité avec —u au lieu de u on obtient
—®(u) < || — ul| = ||lu|| (autrement dit ®(u) > —||ul|) et donc au total |®(w)| < ||u.
Si ®: F @ Re — R est une forme linéaire prolongeant ®, alors ® est entierement
déterminée par « := Cf)(e) s pour tout u =v + de € F @ Re, on a

B(u) = D(v) + aX.
Il s’agit donc de montrer qu’il existe un nombre réel « tel que
O (v) + aX < ||v + ae||

pour tout couple (v,\) € F' x R. Pour A = 0, I'inégalité devient ®(v) < ||v||, ce qui est
vérifé car ||®|| < 1; donc on peut supposer A # 0. Il reste donc a prouver 'existence
d’un a € R tel que

VA>0Vo e F : &(v) £a < |vtal).

En divisant par A et en manipulant les inégalités, cela s’écrit encore

o epter 8 (2) [ zas e - (),
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Pour montrer qu'un tel a existe bien, il suffit de vérifier qu’on a
(6.1) sup{®(z) — ||z —el; € F} < inf{|jy + el - ®(y); y € F},

car alors n’importe quel o compris entre le sup et 'inf conviendra.
Comme ||®|| <1, 0n a

O(z) + @(y) < [lz+yll < lz —ell + [le +y

et donc ®(z) — ||z —e]| < |ly + e|]| — ®(y) pour tous z,y € F. En prenant le sup en
et I'inf en y on obtient (6.1), ce qui termine la preuve du fait 2. O

La démonstration est maintenant presque terminée. Comme FE est de dimension
finie, on peut choisir ey, ...,enx € E tels que (a,eq,...,en) soit une base de E. Posons
Fo=Raet F;=Ra®Re; ®--- B Re; pour i € {1,...,N}. En partant de la solution
partielle ®y définie sur Fy (donnée par le fait 1) et en appliquant N fois le fait 2, on
obtient des solutions partielles ®q,...,® 5 définies sur Fy,..., Fy. Comme Fy = F,
la forme linéaire © := ® 5 convient. ]

DEMONSTRATION DANS LE CAS GENERAL. La preuve est en fait la méme, mais
lorsque E n’est pas de dimension finie on a besoin d’utiliser un résultat de théorie des
ensembles qu’on appelle le lemme de Zorn. Sans entrer dans les détails, ce lemme
assure l’existence d’une solution partielle © : F' — R qui est mazimale au sens ou elle ne
peut pas étre prolongée en une solution partielle définie sur un sous-espace strictement
plus grand que F. D’apres le fait 2 (dont la preuve n’utilise pas la dimension finie), on
a alors nécessairement ' = F, et donc la forme linéaire © convient. ]

COROLLAIRE 6.2. Soit M € Ry. Pour tout vecteur & € E, on a l’équivalence
€ <M <= VO eF : |0(§) <M[O].

DEMONSTRATION. L’implication “=" découle de la définition de la norme d’une
forme linéaire, et la réciproque est une conséquence immédiate du lemme. O

COROLLAIRE 6.3. St E est un evn, alors son dual E* sépare les points de E :
siu,v € B et u # v, alors on peut trouver une forme linéaire © € E* telle que
O©(u) # ©(v). Dit autrement : si on a ©(u) = O(v) pour toute forme linéaire © € E*,
alors u = v.

DEMONSTRATION. 11 suffit d’appliquer le lemme & a = v — u : cela fournit © € E*
telle que O(v) — O(u) = O(v —u) = [|[v —ul| # 0. O

Ezercice. Démontrer directement le corollaire (i.e. sans utiliser le lemme de scalarisa-
tion) lorsque E est de dimension finie.

Remarque. Habituellement, le lemme de scalarisation est déduit d’un théoreme célebre
qu’on appelle le théoréme de Hahn-Banach (dont la preuve est a peu pres identique
a celle donnée plus haut). Comme se cultiver n’a jamais fait de mal, il n’est pas interdit
d’aller voir dans un livre d’analyse fonctionnelle (ou sur internet) ce que dit ce fameux
théoreme.



CHAPITRE 2

Fonctions d’une variable

1. Dérivation des fonctions a valeurs vectorielles
1.1. Définitions. Dans ce qui suit, I est un intervalle de R et F' est un evn.

DEFINITION 1.1. On dit qu’une fonction ¢ : [ — F est dérivable en un point tg € I
st le quotient
o(to +h) — ¢(to)
h
admet une limite dans F' quand h — 0. Dans ce cas, on pose

. t + h) — gO(to)
/ — l SD( 0
©'(to) lim A ,

et on dit que ¢ (ty) est la dérivée de ¢ en ty, ou encore le vecteur dérivé de ¢ en
to. On dit que @ est dérivable sur I si elle est dérivable en tout point tg € 1.

Remarque 1. L’expression “vecteur dérivé” est meilleure : il est physiquement correct
de considérer une dérivée comme un vecteur et non comme un “point” de F' (penser
au vecteur vitesse).

Lo to do : /
Remarque 2. On écrira parfois 7 au lieu de ¢'.

REFORMULATION. La fonction ¢ est dérivable en tg si et seulement si elle admet un
développement limité a ’ordre 1 en #j; autrement dit, s’il existe un vecteur [ € F
tel qu’on puisse écrire

(1.1) o(to+ h) = o(to) + hl+ he(h),
oue(h) € F et e(h) — 0 quand h — 0. Dans ce cas, on a l = ¢/(tp).

DEMONSTRATION. Si ¢ est dérivable en tg, alors on peut écrire pltoth)—plto) _
¢ (to)+e(h), ot e(h) tend vers 0 quand h — 0; d’ou (|1.1)) avec I = ¢/(to) en multipliant

par h. Inversement, si 1’ est vérifiée alors W = l+¢(h), donc ¢ est dérivable

en ty avec ¢ (tg) = L. O
w1(t)
Exemple. Soit ¢ : I — R™, et écrivons ¢(t) = : . Alors ¢ est dérivable en tg
SOM(t)
si et seulement si les fonctions numériques g1, ..., on le sont; et dans ce cas, on a
w1 (1)
¢(to) = :
o (t)

DEMONSTRATION. C’est clair puisque la convergence dans R™ est la convergence
coordonnée par coordonnée.

0

29
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Ezercice. Montrer que si ¢ : I — F est dérivable en un point ¢y, alors elle continue en
to.

DEFINITION 1.2. On dit qu’une fonction ¢ : I — F est de classe C' sur I si ¢ est
dérivable sur I et si la fonction ¢’ : I — F est continue sur I.

NOTATION. On notera C!(I, F) 'ensemble de toutes les fonctions o : I — F de classe
C'. Bien entendu, on peut définir par récurrence la notion de fonction k fois dérivable
et de fonction de classe C* pour tout & € N*. On notera C*(I, F) I’ensembles des
fonctions de classe C* de I dans F. Par analogie, on écrira C°(I, F) pour I'ensemble
des fonctions continues.

Ezercice. Soit [a,b] un intervalle compact de R. Montrer que si F' est un espace de
Banach, alors 'espace C°([a, b], F) est complet pour la norme || - ||oo définie par ||ul|oo =

sup{|[u(t)[; ¢ € [a,b]}.

1.2. Deux calculs importants. Dans ce qui suit, les lettres E, F,G désignent
des evn, et I est un intervalle de R.

NOTATION. Si L : E — F est une application linéaire continue. On écrira souvent Lu
au lieu de L(u) pour désigner I'image par L d’un point u € E. Il faut faire l'effort de
s’habituer a cette notation, car elle est réellement tres commode.

LEMME 1.3. (effet d’une application linéaire)
Soit p : I — E et soit L € L(E,F). Notons Ly : I — F la fonction composée Lo ¢ :
(Lp)(t) = Lo(t) = L(p(t)). Si ¢ est dérivable, alors Ly est également, et on a
(L) (t) = L/ (t)
DEMONSTRATION. Par linéarité de L, on a
Lo(t+h) —Le(t) _ (@(t +h)— w(t))

h h
et ceci tend vers L(¢'(t)) = L¢'(t) quand h — 0, par continuité de L. O
LEMME 1.4. (dérivée d’un produit)
Sotent w : I — E et v : I — F. Soit également B : E x F — G une application

bilinéaire continue. Notons B(u,v) : I — G la fonction t — B(u(t),v(t)). Siu et v
sont dérivables, alors B(u,v) l’est également, et on a

B(u,v)'(t) = B(u'(t),v(t)) + B(u(t),v'(t)) .
Remarque. Ecrivons “u - v” au lieu de “B(u,v)” (une application bilinéaire est un

“produit”...). Alors la formule précédente prend un aspect beaucoup plus familier, qui
explique le titre du lemme :

(u-v) =u -v4+u-v.
DEMONSTRATION DU LEMME. On utilise la notation u - v plutot que B(u,v). Soit
t € I fixé. Par bilinéarité, on a
(uw-v)(t+h)— (u-v)(t) = (u(t+h)—u(t)) vt+h)+ut) (vit+h)—v(t))
et donc (en utilisant & nouveau la bilinéarité)

(u-v)(t+h)— (u-v)(t) (u(t+h)—u(t) (t—l—h)—v(t)) .

- - >-v(t+h)+u(t)-(v -
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(1

Comme u et v sont dérivables, que v est continue (car dérivable) et que 1'opération
est continue, le membre de droite tend vers u/(t) - v(t) + u(t) - v'(t) quand h — 0, ce
qui est la conclusion souhaitée. ]

Ezercice 1. Soient u,v : I — R"™ et M, N : I — M,(R) des fonctions dérivables. Quelles
sont les dérivées des fonctions t +— (u(t),v(t)) et t — M(t)N(t)?

Ezxercice 2. Soit v : I — R™ une fonction dérivable. On suppose que |7v(t)||2 reste
constante sur I. Montrer que +/(¢) est orthogonal & (t), pour tout ¢ € I.

1.3. L’inégalité des accroissements finis. Dans ce qui suit, [a, b] est un inter-
valle compact de R. Rappelons la “formule des accroissements finis” pour les fonctions
réelles d’une variable réelle :

FORMULE DES ACCROISSEMENTS FINIS. Si ¢ : [a,b] — R est continue sur |a,b] et
dérivable sur ]a,b|, alors il existe un point ¢ €a,b| tel que ¢(b) — ¢(a) = (b—a) ¢'(c).

DEMONSTRATION. Supposons d’abord qu’on a ¢(b) = ¢(a). Dans ce cas, il s’agit
de montrer qu'il existe ¢ € |a, b[ tel que ¢'(¢) = 0 (c’est le théoréme de Rolle). Si ¢
est constante, il n’y a rien a démontrer. Sinon, ¢ prend par exemple au moins une fois
une valeur strictement inférieure & p(a) = ¢(b). Comme ¢ est continue sur le compact
[a, b], on peut trouver ¢ € [a, b] tels que ¢(c) = min{e(t); t € [a,b]}. Alors ¢ # a,b par
hypothese sur ¢, autrement dit ¢ est intérieur a l'intervalle [a,b]; et on sait qu’alors
on doit avoir ¢'(c) = 0.

Dans le cas général, on applique le théoreme de Rolle a la fonction “auxiliaire”
définie par

B(t) = o(t) — PO =AW gy

qui vérifie ¥(b) = p(a) = ¢¥(a).
O

Ezercice. Soient f et g deux fonctions continues sur [a,b] et dérivables sur ]a, b[, avec
g'(t) # 0 pour tout ¢ € ]a, b[. Etablir la “formule des accroissements finis généralisée” :
il existe ¢ €a, b[ tel que

f(b) = fla) _ f(c)

g9(b) —g(a) — g'(0)

La formule des accroissements finis n’est plus valable pour une fonction ¢ : [a, b] —
F a valeurs dans un evn F' de dimension strictement plus grande que 1. Par exemple,
la fonction ¢ : [0, 27] — C définie par () = €' est de classe C avec ¢(27) = ¢(0) et
¢'(t) = ie't # 0 pour tout ¢ € [0,27], donc on ne peut certainement trouver aucun c
tel que (27) — ¢(0) = (2 — 0) ¢'(c).

Cependant, pour les fonctions a valeurs vectorielles il existe un substitut au théoreme
des accroissements finis sous la forme d’une inégalité, qui dans la pratique rend exac-
tement les mémes services :

THEOREME 1.5. (inégalité des accroissements finis)
Soit F un evn. Si ¢ : [a,b] — F est une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur
la,b[, alors il existe un point ¢ €la,b[ tel que ||p(b) — ¢(a)| < (b—a)||¢ ()|

DEMONSTRATION. D’aprés le lemme de scalarisation, il existe une forme linéaire
© € F* telle que ||O <1 et

O(p(b) — ¢(a)) = [[#(b) — p(a)ll-
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Définissons alors ¢ : [a,b] — R par
p(t) = Op(t) = O(p(1)) -

La fonction ¢ est continue sur [a,b] par composition, et d’apres le lemme elle est
dérivable sur ]a, b[ avec

&(t) =0(¢(t).
D’apres la formule des accroissements finis (applicable puisque ¢ est a valeurs réelles),
on peut trouver ¢ € ]a,b] tel que (b)) — @(a) = (b —a) ¢'(c) = O(¢'(¢)). On en déduit

lp(b) = w(a)ll = O(p(b)) — O(p(a))
= ¢(b) —#(a)
= (b-a)O(¢(c))
< (0=a)lle' @],
ou on a utilisé la linéarité de © a la premiere ligne et le fait que [|[©] < 1 a la
derniere. O

Remarque. Cette démonstration illustre un “principe” tres utile : pour dire quelque
chose d’intéressant sur une fonction ¢ a valeurs vectorielles, il est souvent judicieux de
scalariser, c’est-a-dire de composer ¢ avec une forme linéaire bien choisie.

COROLLAIRE 1.6. Soit I un intervalle de R, et soit ¢ : I — F une fonction dérivable
a valeurs dans un evn F. Supposons qu’on ait ||¢'(t)|| < M sur I, pour une certaine
constante M. Alors ¢ est M -lipschitzienne sur I :

Ve,y el : [lo(y) — ()| < My — |

DEMONSTRATION. C’est immédiat en appliquant 'inégalité des accroissements fi-
nis sur Uintervalle [a,b] = [x,y] (ou [y, z] si x > y). O

COROLLAIRE 1.7. Sous les hypothéses précédentes, si ¢'(t) = 0 sur I, alors ¢ est
constante sur l'intervalle I.

DEMONSTRATION. Appliquer le corollaire précédent avec M = 0. O

COROLLAIRE 1.8. Si ¢ : [a,b] — F est de classe C' sur lintervalle fermé borné [a, b],
alors @ est lipschitzienne.

DEMONSTRATION. La fonction t — [|¢/(t)]| est continue sur le compact [a, b], donc
elle y est bornée : on a ainsi une constante M telle que ||¢'(t)|] < M sur [a,b], et on
peut appliquer le corollaire O

2. Intégration des fonctions a valeurs vectorielles

2.1. Définition de I’intégrale. Dans ce qui suit, [a, b] est un intervalle compact
de R et F' est un evn complet (par exemple un evn de dimension finie).

LEMME 2.1. Siw: [a,b] — F est une fonction continue, il existe un unique & € F' tel
que

b
VO € F* 1 O(¢) :/ O(u(t)) dt .

On dit que & est l'intégrale de u sur [a,b], et on écrit & = f;u(t) dt.
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DEMONSTRATION. L’unicité vient du fait que F™* sépare les points de F' (corollaire
6.3)) : si &1 et & vérifient la propriété du lemme, alors ©(&;) = ©(&2) pour toute © € F*
et donc &; = &o.

L’existence est tres facile & démontrer dans le cas ou F' est de dimension finie : si
(e1,...,emn) est une base de F, on peut écrire

u(t) =Y wilt)e;
=1

ou les x; sont des fonctions continues a valeurs réelles déterminées de maniere unique,

et il suffit de poser
m b
fzz </ l‘i(t)dt) €; .
i=1 @

Ezercice. Vérifier que € convient effectivement.

L’existence dans le cas général est plus difficile a établir. On va utiliser un argument
de sommes de Riemann. Pour k£ € N*| soit & ’élément de F' défini par

b—a 2 b—a
& = ula+i k: .

k4
=0

Admettons provisoirement que la suite (§) converge dans F, et notons £ sa limite.
Si © € F*, alors (par linéarité)

b—a =2 b—a
O&k) = — Z@ou(a—i—i k)

=0

pour tout £ € N*. On reconnait une somme de Riemann associée a la fonction continue
a valeurs réelles © o u et a la subdivision o, = (a,a + I’_T“, oa+(k=1) I’_Ta, b), de

“pas” égal a (b — a)/k. Par conséquent, ©(&) tend vers f; © o u(t) dt quand k — oo,

et comme O est continue on en déduit qu’on a ©() = f;@(u(t)) dt. Ceci étant vrai
pour toute forme linéaire © € F*, on voit que £ = lim & convient.

Pour achever la démonstration, il suffit donc de montrer que la suite (§) converge
dans F'; et comme F est supposé complet, on peut se contenter de vérifier que (§) est
une suite de Cauchy. Pour alléger les notations, on posera

b—a
ks =a+1
pour k € N* et ¢ € {0,...,k}. Ainsi, on a
k—1
b—a
&= —7 . u(ty,;) -
=0

Enfin, on notera pour tout § > 0 :
wu(9) = sup {[Ju(t) —u(t)|; [t -t <o} .
Comme u est uniformément continue sur le compact [a, b], on sait que w,, () tend vers
0 quand 6 — 0.

Le point clé est de montrer que (&) tend vers f:@(u(t)) dt pour toute forme
linéaire continue © € F*, avec une convergence uniforme par rapport a © lorsque ||O||
reste bornée. C’est le contenu du fait suivant.
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Fait. Si © € F*, alors on a la majoration suivante pour tout k € N* :

] (&) /‘@ d4<n@n -axw (1),

PREUVE DU FAIT. D’apres la relation de Chasles, on a

/@

-1

Z / " o) dt

i=0 Y tk,i
et d’autre part
k-1 tk1+1
u(th:) = / ult)) dt.
i=0 ki

En faisant la différence, on obtient

o(¢) / o(u ZO / Ou(te.)) — O(u(t))] dt:

et on en déduit

' (&) /@ dt‘<”@” Z/ |ulty,) — u(t)| dt.

Chaque terme de la somme étant inférieur ou égal a w,, (bka> (car |t —tg | < b*T“

sit € [t thit1]), cela donne finalement

k—1 .
b_a tk,z+1
<
‘ (&) — /e dt‘ H9H><wu< - )xZ;/tk dt,

d’ou le résultat.

O

Soit maintenant € > 0. Comme wy,(6) tend vers 0 quand § — 0, on peut trouver
K € N* tel que wy (Z’_T“) < ;= pour tout k > K. D’apres le fait, on a alors

' (&) /@ dt’<\|@y|e

pour © € F*et k > K ; et d’apres I'inégalité triangulaire on en déduit

|@(5q - fp)‘ = ’@(fq) - @(fp” <2¢|0],

pour tous p,q > K et pour toute forme linéaire © € F*. D’apres le lemme de scalari-
sation, cela signifie qu’on a

Vp, g > K @ &g — &pll < 2.

On a donc bien montré que la suite (£) est de Cauchy, ce qui achéve la preuve.
O
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REMARQUE. Pour une fonction u & valeurs dans R™, on peut oublier la démonstration
précédente et ne retenir qu’une seule chose : si on écrit

1 (t)

u(t) = : ,
Tm (1)
alors
b [Lai(tyat
/ u(t) dt = ;
e s xn;(t)dt

Ezercice. Montrer que si u € C%([a,b], F) et si L : F — G est linéaire continue (ot G
est un autre espace de Banach), alors

L </abu(t)dt> :/abLu(t)dt.

La proposition suivante résume les propriété essentielles de I'intégrale, qui sont les
mémes que pour les fonctions a valeurs réelles.

PROPOSITION 2.2. (propriétés de 'intégrale)
(1) L’intégrale est linéaire par rapport d la fonction intégrée : siu,v € C°([a,b], F)
et st A\, u € R, alors

/b()\u(t) + po(t)) dt = )\/b u(t) dt + ,u/bv(t) dt .

(2) Sia<c<b, alors f;u(t) dt = [Cu(t)dt + fcb u(t) dt (relation de Chasles).
(3) Siu e C%a,b], F), alors
b
< [ ol at.

/a b ult) dt

DEMONSTRATION. (1) et (2) se déduisent immédiatement de la définition de I'intégrale

et des propriétés correspondantes de l'intégrale des fonctions a valeurs réelles. Pour
démontrer (3), on utilise le lemme de scalarisation : on a

VO € F* - ’@ (/abu(t) dt> /ab@(u(t))dt'

b
< / O u(t))] dt

IN

b
1o x / () dt

d’ou le résultat.
O

NOTATION. Soit I un intervalle de R. Si u : I — F et continue et si z,y € I avec
x <y, on pose fy‘r u(t)dt = — [Yu(t) dt. Avec cette convention, la relation de Chasles
reste vraie quel que soit [’ordre des points a,b, c.

Ezercice 1. On munit Pespace C°([a,b], F) de la norme || - || définie par ||ullc =
sup{||u(t)||; t € [a,b]}. Montrer que lapplication u + fab u(t) dt est continue de
C%([a,b], F) dans F.
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Exercice 2. Montrer que si une suite (uy) C C°([a,b], F) converge uniformément vers
une fonction wu, alors f; ug(t) dt tend vers fab u(t) dt. (La convergence uniforme pour
des fonctions & valeurs vectorielles se définit exactement comme pour les fonctions a
valeurs réelles, en remplacant les valeurs absolues par des normes. C’est la notion de
convergence associée a la norme || - ||oo sur C%([a, b], F)).

2.2. Le “théoréme fondamental de ’analyse”. Comme son nom l’indique,
le théoreme suivant est particulierement important. Il se démontre exactement comme
pour les fonctions a valeurs réelles, en utilisant uniquement les propriétés de base de

l'intégrale (proposition [2.2)).

THEOREME 2.3. (théoréme fondamental de I'analyse)
Soit I un intervalle de R, et soita € I. Si uw: I — F est continue, alors la fonction
¢ : I — F définie par ¢(t) = fcf u(s)ds est de classe C1 et o' = u.

DEMONSTRATION. Comme u est continue, il suffit de montrer que ¢ est dérivable
en tout point, avec ¢’ = u.
Fixons tg € I. Sitg+h € I, alors (d’apres la relation de Chasles) ¢(to+h) —¢(to) =

Sty de = [, u(t)dt = [0 u(t) dt, et done

p(to+h) —p(to) 1 /t°+h

u(t) dt.

h h

0

D’autre part, on peut également écrire

1 to+h
) = [ utto) dt

0
et on en déduit

o(to + h) — o(to) 1 /tﬁh
h V7w,

Par conséquent, on a

H plto + h})L — olto) u(to)H . ‘h /ttm ot — atio .

0

(Il faut mettre une valeur absolue autour de I'intégrale dans le membre de droite, car
on a peut-étre h < 0, auquel cas l'intégrale est négative).

En utilisant la continuité de u au point tg, il est maintenant facile de conclure que
w tend vers u(to) quand h — 0. (Ecrire les détails!). Ainsi, o est dérivable

en to et ¢ (tg) = u(to).
O

REMARQUE. Le théoreme fondamental de ’analyse montre en particulier que toute
fonction continue u : I — F posséde des primitives.

Le corollaire suivant est au moins aussi important que le théoreme, et mérite
également de s’appeler “théoreme fondamental de ’analyse”.

COROLLAIRE 2.4. Si ¢ : I — F est de classe C', alors o(z) = @(a) + [ ¢/(t) dt pour
tout x € I.
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DEMONSTRATION. Si on pose ¢(z) = p(a)+ [.) ¢'(t) dt, alors ¢ est de classe C! et
' = ¢’ d’apreés le théoréme appliqué & u = ¢'. Par conséquent, la fonction v : ¢ — 1
a une dérivée identiquement nulle. Donc v est constante, et la constante vaut 0 car
v(a) = p(a) — ¢(a) = 0. O
Une autre conséquence est la formule d’intégration par parties :

COROLLAIRE 2.5. Soient @1 : [a,b] — Fy et @a(la,b] — Fy de classe C', et soit
B : Fy x Fy — G une application bilinéaire continue, notée (uy,us) — uy - ug. Alors

b b
/m@%@wwwmy/ﬂww@w

DEMONSTRATION. C’est évident puisque (1 -¢2) (t) = @) (t) - p2(t) + w1 (t) - 5 (t).
]

APPLICATION 1. Le théoréeme fondamental de I'analyse permet de retrouver tres rapi-
dement et de fagon “mécanique” 'inégalité des accroissements finis (plus exactement,
le corollaire pour une fonction de classe C! & valeurs dans un espace de Banach.
En effet, si ¢ : [a,b] — F est de classe C! et ||¢'(t)|| < M sur ]a, b, il suffit d’écrire

le(0) —p(a)] =

IA
6
-
=
QU
~

A
<
S

= MMb-a).

Ezercice. Soient ¢ : [a,b] — F de classe C!. On suppose qu'on a |¢'(t)|| < p(t)
pour tout ¢t € [a,b], ot p : [a,b] — RT est une fonction continue. Montrer qu'on a

le(0) — p(a)|| < [7 p(t) dt.

APPLICATION 2. Comme deuxiéme illustration du théoréme fondamental de ’analyse,
on va démontrer un résultat tres utile sur les suites de fonctions de classe C'. Pour des
fonctions a valeurs réelles, ce résultat a été vu en 2¢ année (sous une forme sans doute
plus générale).

PROPOSITION 2.6. Soit I un intervalle de R, et soit (¢r) une suite de fonctions de
classe C* sur I, a valeurs dans F. Soit également ¢ : I — F. On suppose que
(i) wr(t) = @(t) pour toutt € I ;
(ii) la suite (¢},) converge simplement vers une fonction u : I — F, avec conver-
gence uniforme sur tout intervalle compact J C I.
Alors ¢ est de classe Ct et ¢/ = u = limg_00 ¢}

Remarque. On I’a déja dit : la convergence uniforme se définit exactement comme pour
les fonctions a valeurs réelles, en remplacant les valeurs absolues par des normes.

DEMONSTRATION. Fixons un point a € I. Si x € I alors

(2.1) oule) = u(@) + [ ity
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pour tout k& € N, d’apres le théoréme fondamental de 'analyse. Comme ¢} — u
uniformément sur [a,z] (ou [z,a] si z > a) par (ii), 'intégrale du second membre tend
vers [Fu dt Comme de plus pi(a) — ¢(a) par (i), on obtient donc en passant a la

limite dans :
Veel : p(x) =¢(a) —I—/ u(t) dt.

D’apres le théoreme fondamental de I’analyse, cela prouve que ¢ est de classe C! avec
¢ =u.
O
COROLLAIRE 2.7. Soit (vi,) une suite de fonctions de classe C* sur I, a valeurs dans F.
On suppose que la série Y vy, converge simplement sur I, et que la série ) v} converge
normalement sur tout compact de I. Alors la fonction v ="y ;" vy est de classe Cl, et
v =300y
DEMONSTRATION. C’est immédiat en appliquant la proposition aux sommes par-
tielles ¢ = ZIS vj, car la convergence normale de la série ) v} entraine la convergence
uniforme de la suite (¢}.). (On utilise ici le fait que l'espace F est complet : écrire les
détails). (]
APPLICATION 3. Comme troisieme application du théoreme fondamental de I'analyse

(et également comme illustration d’autres idées vues dans ce chapitre), on va démontrer
un résultat élémentaire mais tres utile concernant les intégrales a parameétres.

PROPOSITION 2.8. Soit I et [a,b] deuz intervalles de R, et soit @ : I X [a, b] — R. On
suppose que ® admet en tout point (t,x) € I X [a,b] une dérivée partzelle (t x), et

que la fonction %(f est continue sur I X [a,b]. On définit f: I — R par

b
f(t)—/ O(t,x)de.

Alors f est de classe C* sur I et on peut “dériver sous Uintégrale” :

f(t) = ?;f (t,) de.

a

DEMONSTRATION. Pour t € I, notons ®(¢,-) la fonction [a,b] 2 x — ®(¢, ). Tout
repose sur le fait suivant.

Fait. L’application ¢ : I — C([a,b]) définie par p(t) = ®(t,-) est de classe C!, avec
o(t) = %—?(t, -) pour tout t € I.

PREUVE DU FAIT. Fixons un point to € I. D’aprés le théoreme fondamental de
Panalyse, on a ®(t,z) = P(tp,z) + ft 92 (s,2)ds pour tout x € [a,b]. En notant
9z : C([a,b]) — R la forme linéaire définie par dz(u) = u(x), cela s’écrit encore

5.(6) = Buleto) + [ 5 (g‘b( .>) os

to
D’autre part, on sait d’apres le corollaire |4.5| du chapitre 1 que l’application s —
%—f(s, -) est continue de I dans C([a,b]). Donc llntegrale vectorielle ft as s,-)ds est

bien définie, et comme comme J, est une forme linéaire continue sur C ([a b)) (exercice)

o /ta (‘ZE( ))ds—é (to ‘Z;f( -)ds).
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On en déduit 6, (p(t)) = 0 (cp(tg) + fti %—f(s, ) ds), autrement dit

Loo
p(t)(z) = { @lto) + | 5-(s,7)ds | ()
to $

pour tout z € [a,b]. Ainsi, on a
‘o
to 08
pour tout ¢ € [a,b]; et d’apres le théoreme fondamental de I’analyse on en déduit que

¢ est de classe C! avec ¢/(t) = %—T(t, ).

p(t) = p(to) + (s,-) ds

0

Si on introduit maintenant la forme linéaire © : C([a,b]) — R définie par ©(u) =
ffu(x) dzx, alors on a par définition f = © o ¢. De plus, O est continue car |O(u)| <
(b —a) x ||u||so pour toute u € C([a,b]). D’apres le fait et le lemme on en déduit
que f est de classe C! avec f/(t) = O(¢'(t)) ; ce qui s’écrit

b
0P
r= [ Sty

a

3. La formule de Taylor

La formule de Taylor avec “reste intégrale” est un résultat fondamental de la théorie
des fonctions numériques d’une variable réelle. La version “vectorielle” s’énonce exac-
tement de la méme fagon :

THEOREME 3.1. (formule de Taylor & Pordre r + 1)
Soient I un intervalle de R, F' un espace de Banach, r > 0 et ¢ : I — F de classe
C™t1. Pour tous a,b € I, on a

—a)" b N\
o(0) = pla) + (- )@ + -+ 0@ + [T 0

REMARQUE 3.2. Le “reste intégrale” peut s’écrire différemment : en posant h =b —a
et en utilisant le changement de variable t = a + sh, on obtient (exercice)

b 1
b—t)" 1—3s)"
/ 7( o ) go(r 1)(15) dt _/0 7( T!S) <p(’" 1)(a+sh) R ds.

PREUVE DE LA FORMULE DE TAYLOR. D’apres le théoréme fondamental de ’ana-
lyse, on a

ce qui est la formule souhaitée pour r = 0. Si on suppose r > 1 (et donc ¢ au moins
C?) une intégration par parties donne

b

b
/ Syt = [~b- g )]+ / (b— )" (1) dt

a

b
= b-a)la)+ / (b— 1) (t) dt
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et donc p(b) = p(a) + (b —a)¢'(a) + fab(b —t)¢"(t)dt. Si on suppose r > 2, on peut
ré-intégrer par parties pour obtenir

b 2 b b (1 1\2
—a)? b(p_ )2
(b ) QDII(G)+/ (b Qt) S0///(2(;) dt,

2

et ainsi de suite. En répétant r fois ce raisonnement, on obtient la formule souhaitée. [

Remarque. L’intégration par parties de la preuve précédente peut sembler un peu
mystérieuse : pourquoi intégrer par parties avec —(b — t) et pas avec t? Voici une
maniere un peu différente de procéder. On commence par écrire

b
oB) = ola)+ / (1) dt

= w(a)+/ab <90'(a)+/: ©"(s) ds) dt

~ el +0-ago+ | s ( / b dt) ds

b
= ¢(a)+ (b—a)¢'(a) + / (b—5)¢"(s)ds.

Ensuite, on itere ce raisonnement ; ou si on préfere, on démontre la formule de Taylor
par récurrence sur r en écrivant

/b u(p(r+l)(t) di — /b b=t (w(rﬂ)(a) n /t P2 (5) ds) dt

7! r! a
et en finissant le calcul comme plus haut.

AUTRE DEMONSTRATION. On peut également déduire la formule de Taylor pour les
fonctions a valeurs vectorielles de la formule correspondante pour les fonctions a valeurs
réelles, en utilisant le lemme de scalarisation. Il suffit d’observer que si © € F™*, alors
la fonctions & valeurs réelles O = © o p est de classe C" 1, avec (Op) ) (1) = ©®) (1)
pour tout k € {0,...,7+ 1} (preuve immédiate par récurrence). En notant £ le second
membre dans le formule de Taylor, on a donc

0 = Opa) + (b-a)(Op)(a) + -+ "V (0p)(w)
+0 (/ab (b;!t)rw(’““)(t) dt)
= Op(a) +(b—a)(©p)(a) +--- + (b;!a)r(@gp)(ﬂ(a)
+ [ o

= O(p(b),

d’apres la formule de Taylor appliquée a la fonction a valeurs réelles ©¢. Comme
© € F* est quelconque, on a donc bien § = ¢(b) d’apres le lemme de scalarisation. O
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COROLLAIRE 3.3. (inégalité de Taylor-Lagrange)
Sip:I— F estdeclasse C™1 et si || tD (t)|| < M sur I pour une certaine constante
M alors, pour a,x € I, on a

)

DEMONSTRATION. Posons & = p(x)— (90((1) + (2 —a)¢'(a) + - - + =0 o) (a)).

7!

gD(l’) - (Qp(a) + (SL’ — a)(p,(a) S A

D’apres la formule de Taylor, on a

1 N\
€] / u(p/(ﬂ-l)(a +tz—a)(z— a>r+1 dtH

rl

< /H A dt

a‘r—‘—l 1
< Mi (1—t)"dt,
T! 0

d’ot1 le résultat puisque fol(l — )" dt = ﬁll

Exercice. Soit ¢ : [a,b] — F de classe C2. On suppose qu’on a ¢'(a) = 0 et ||¢"(t)]|
p(t) pour tout t € [a,b], ol p: [a,b] — RT est une fonction continue. Majorer ||o(b)
(a)|| par une intégrale faisant intervenir .

L IA O

4. Fonctions convexes

DEFINITION 4.1. Soit I un intervalle de R. Une fonction ¢ : I — R est dite conveze
st “le graphe de f est en dessous de toutes ses cordes”; ce qui s’écrit analytiquement
comme suit :

(4.1) Yu,0 € IVAE€[0,1] + F((1— Nu+ ) < (1= X)f(u) + Af(v).

La fonction [ est dite concave si —f est convexe, autrement dit si l'inégalité est
inversée

Ezercice 1. Faire un dessin pour illustrer la définition.
Ezercice 2. Montrer que la fonction ¢ — |t| est convexe sur R.

Ezxercice 3. Soit ¢ : I — J une bijection croissante entre deux intervalles de R. Montrer
que si ¢ est convexe, alors cpfl est concave.

REMARQUE. Une fonction ¢ : I — R est a la fois convexe et concave si et seulement
si elle est affine, i.e. de la forme ¢(t) = at + b.

DEMONSTRATION. Il est “clair” qu’une fonction affine est & la fois convexe et
concave (exercice). Inversement, supposons ¢ convexe et concave, autrement dit qu’on
a

(1= Au+ Av) = (1= A)p(u) + Ap(v)
pour tous u,v € I et pour tout A € [0,1]. Cela signifie que pour tous u,v dans I
avec u < v, la fonction ¢ coincide sur [u,v] avec I'unique fonction affine oy, telle que
ayp(u) = o(u) et ay,(v) = @(v). Alnsi, ¢(t) est de la forme ay t + by, sur tout
intervalle [u,v] C I. Comme deux fonctions affines qui coincident sur un intervalle
non-trivial sont égales partout (il suffit qu’elles soient égales en deux points distincts),
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on voit tres facilement que les coefficients a,, ., et b, ne dépendent en fait pas de u et
v; donc ¢ est affine sur I. O

On ne dira pas grand chose ici sur les fonctions convexes. En fait, on va se contenter
de démontrer le résultat suivant.

THEOREME 4.2. Soit I un intervalle de R et soit ¢ : I — R une fonction dérivable.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) ¢ est convezxe;

(ii) le graphe de ¢ est “au dessus de toutes ses tangentes”, i.e.
Yo,y el oy) > (@) +¢'(2)(y — 2);
(iii) ¢’ est croissante.

FEzercice. Faire un dessin pour illustrer (ii).

COROLLAIRE 4.3. Soit ¢ : I — R une fonction continue sur I et dérivable sur I. Alors
© est conveze sur I si et seulement si @' est croissante sur I.

DEMONSTRATION. Par continuité, ¢ est convexe sur I si et seulement si elle 'est
sur [ ; donc le résultat découle immédiatement du théoréeme.
O

COROLLAIRE 4.4. Une fonction ¢ continue sur I et deux fois dérivable sur I est convexe
si et seulement si " >0 sur I, et concave si et seulement si ¢"” < 0.

COROLLAIRE 4.5. La fonction t — t est convexe sur [0,00[ si a > 1, et concave si
a € [0,1]. La fonction exponentielle est convexe sur R, et la fonction logarithme est
concave sur |0, 00l.

PREUVE DU THEOREME. Par continuité, ¢ est convexe sur I si et seulement si elle
lest sur ] ; donc on peut supposer que ¢ est dérivable sur I.

L’implication “(i) = (iii)” va découler tres facilement du fait suivant (qu’on
appelle I'inégalité des 3 pentes). Il est indispensable d’illustrer 1’énoncé par un
dessin.

Fait. Si ¢ est convexe et si u < v < w, alors

(4.2) p(v) —p(u) _ p(w) — o) _ o(w) = p(v)

V—U - w—1Uu - w—v

PREUVE DU FAIT. On écrit v = (1 — A)u + Aw, ou A € [0, 1] est donné par

)\227 1_y=v—v,

w—u w—u

L’inégalité de convexité ¢(v) < (1 — A)p(u) + Ap(w) donne d’une part
(1 =A) (p(w) = p(u)) < p(w) = ¢(v),
qui est I'inégalité de droite dans (4.2)) ; et d’autre part
p(v) = p(u) < A(p(w) —p(u)),
qui est I'inégalité de gauche dans (4.2)). O
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PREUVE DE “(i) = (iii)”. Si ¢ est convexe alors, en faisant tendre v vers u puis
vers w dans l'inégalité des 3 pentes (4.2]), on obtient

w—u
pour tous u,w € I vérifiant u < w; donc ¢’ est croissante sur I. ]

PREUVE DE “(iii) = (ii)”. Supposons ¢’ croissante, et soient x,y € I. D’apres
le théoreme des accroissements finis, on peut trouver ¢ entre x et y tel que p(y)—p(z) =
¢'(c)(z—y). Siz <y, alors ¢ > z, donc ¢'(c) > ¢'(2) et donc p(y) —¢p(z) > ¢'(z)(y—=)
puisque y — x > 0. Si x > y, alors ¢ < x, donc ¢'(¢) < ¢'(z) et donc p(y) — ¢(x) >
¢'(x)(y — ) & nouveau puisque y — x < 0. O

PREUVE DE “(ii) = (i)”. Supposons (ii) vérifiée. Pour montrer que ¢ est convexe,
il suffit d’établir I'inégalité p((1 — A)u + Av) < (1 — N)p(u) + Ap(v) lorsque u < v et
0<A<I.
Posons = (1 — A\)u + Av, de sorte que u < z < v et
x r—u

A=2"0 1oa=
v—U V—U

En appliquant (ii) avec y = u et y = v, on obtient (puisque u —x < 0 et v —z > 0)
Plw) = @) _ iy < W) Z0(@)

u—2 vV—x

11 )<<p(v)so(U)

v—r u—z) v—z u-—=z’

On en déduit

o) x

autrement dit ¢(z) < 7= @(u) + 7= p(v) = (1 = N)p(u) + Ap(v). O
O
Exemple. Soient p et ¢ deux nombres réels strictement plus grand que 1 tels que
1 1
S+ =1.
P 4q
Par concavité de la fonction logarithme, on a log( aP + aq) > %1 og(af) + %log(bq) =

log a + log b = log(ab) pour tous a,b > 0, autrement dit
1 1
ab < —aP + =b9.
p q

On en déduit que si (a;
positifs tels que >} a? =

1 et (b;)!_, sont deux suites finies de nombres strictement
21 b, alors

1 1
Zaibigfﬁ—*:l.
i=1 P4
Si maintenant les a; et les b; sont (strictement positifs et) quelconques et si on pose
Gi=%etby="5% ot A= (XTa")"" et B= (0077 alors Y0 a? =1=5"b7 On
a donc Yoy a,bZ < 1, autrement dit

n n 1/p n q
=1 =1 =1

Cette inégalité s’appelle 'inégalité de Holder.

n
1=
1=
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Ezercice 1. Montrer que si ¢ : I — R est convexe, alors possede une dérivée a gauche
et a droite en tout point de I, avec @i (s) < wy(s) < @y(t) < ¢)(t) pour tous s,t
vérifiant s < .

Ezercice 2. Montrer que si ¢ : I — R est convexe, alors, pour tout x € I , on peut
trouver une fonction affine a telle que a < ¢ et a(z) = ¢(z). En déduire que si
T1,...,Tn € et siA,..., A, vérifient \; > 0 et > . A} =1, alors

o( (Z /\ilrz') < Z Ai (i) .
i1 i—1

Ezercice 8. Démontrer 'inégalité arithmético-géométrique : si ai,...,a, > 0,
alors
a1 _|_ . + np

gV <
(a1---an) n



CHAPITRE 3

Applications différentiables

1. Définitions
1.1. Notations “0” et “0O”.

DEFINITION 1.1. Soient E et F deux evn, et soient R:V — F et a: V — [0, 00| deuz
applications définies sur une partie V de E

(1) Suposons que V' soit un voisinage de 0. On dit que R(h) est un petit o de
a(h) quand h tend vers 0, et on écrit R(h) = o(a(h)), si on a a(h) > 0
pour h # 0 suffisamment proche de 0, et ]llin% % =0.

—

a
(2) On dit que R(h) est un grand O de a(h) (sur V), et on écrit R(h) =
O(a(h)), s’il existe une constante C' < oo telle que ||R(h)|| < Ca(h) pour
tout he V.

Remarque. Les notions de “o et de “O” ne changent pas si o remplace les normes par
des normes équivalentes.

Exemple 0. Par définition, “R(h) = o(1)” signifie que R(h) tend vers 0.
Exemple 1. On a ||h||?> = o(||h||) quand h — 0.
Exemple 2. Si L : E — F est linéaire continue, alors L(h) = O(||h||) sur E.

DEMONSTRATION. C’est immédiat d’apres le critére de continuité pour les appli-
cations linéaires. O

Exemple 3. Si B : E x E — F est bilinéaire continue, alors B(h, k) = O(||h|| || k]]), et
donc B(h, k) = o(||(h,k)||) quand (h, k) — 0.

DEMONSTRATION. La premiere partie découle du criteére de continuité pour les
applications bilinéaires. Pour la seconde, il suffit de remarquer qu’on a ||| ||k| <
l|(h, k)||? par définition de la norme produit (||(h, k)| = max(||k|, ||%]])), ce qui entraine
que B(h,k) = O(||(h, k)||?) au voisinage de 0.

O

Exemple 4. Si E = M,,(R) = F et si || - || est une norme quelconque sur M, (R), alors
H? = o(||H||) quand H — 0.

DEMONSTRATION. On peut le voir comme une conséquence de I'exemple 3 en
considérant I’application bilinéaire B : M, (R)x M, (R) — M, (R) définie par B(H, K) =
HK. Cette application B est continue car on est en dimension finie (ou simplement
parceque les coefficients de HK sont des fonctions polynomiales de ceux de H et K).
On a donc H? = B(H, H) = o(||(H, H)|) = o(||H||) quand H — 0.

On peut aussi raisonner comme suit : par équivalence des normes, on peut supposer
que || - || est une norme matricielle ; et dans ce cas tout est clair car |[H?|| < ||H||? et
donc H? = O(||H|?).

45
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[N

Remarque. Les notations “0” et “O” sont extrémement commodes, et il fout faire
Peffort de s’y habituer. Par exemple, on peut écrire (exactement comme quand on fait
des développements limités) des identités du style

o(a(h)) £ o(a(h)) = of :
O(a(h)) £ O(a(h)) = O(a(h)),
O(a(h)) £ o(a(h)) = O(a(h)).
Ezercice 1. Justifier les identités précédentes.
FEzercice 2. Montrer que si R(h) = o(a(h)) quand h — 0 et a(h) = ((ﬁ(

R(h) = o(S(h)) quand h — 0. En particulier, on peut écrire o(C a(h)) =
toute constante C'.

h)), alors
(h)) pour

1.2. Différentiabilité. Dans ce qui suit, F et F' sont des evn. On rappelle que si
L : E — F est linéaire continue, la notation “Lh” est synonyme de “L(h)”.

DEFINITION 1.2. Soit f : Q — F, ou Q est un ouvert de E et . On dit que f est
différentiable en un point p € Q s’il existe une application linéaire continue L : B —
F telle que

(1.1) fp+h) = f(p) + Lh+o(||h])
quand h tend vers 0.

Cette définition a bien un sens car f(p+h) est effectivement défini dans un voisinage
de 0 (on suppose que € est ouvert).

Remarque 1. Si f est différentiable en p, il existe une unique L € L(E,F) vérifiant
(1.1). On dit que L est la différentielle de f au point p, et on écrit L = D f(p).
Ainsi, quand h — 0 on a
fp+h)=fp)+Df)h+o(lhl).

DEMONSTRATION. Soient L et Lo deux applications linéaires continues vérifiant

(1.1). Alors
(L1 = Lo)h = (f(p+h)— f(p) +o([[hl])) = (f(p + h) — f(p) + o([[R]]))
= o(llrl)
quand h — 0. Pour £ € E \ {0} fixé, on a donc (L1 — Lo)(t€) = o(||t&||) = o(|t|) quand
t — 0, autrement dit
(L1 — Lo)(t)||

lim =0
t—0 |t]
Mais comme L; — Ly est linéaire, on a ”(Ll_ﬁf)(tg)u = ”t(Ll‘;'LQ)fH = (L1 — L2)¢||,

expression qui ne dépend pas de t. Par conséquent ||(L; — L2)¢{|| = 0, pour tout £ €
E\ {0}. Ceci est évidemment encore vrai pour £ = 0, et on a donc Ly = Ls. O

Remarque 2. Si f est a valeurs réelles, on utilise aussi la notation df (p) pour désigner
la différentielle de f au point p.

Remarque 3. Si f est différentiable en p, alors f est continue au point p.

DEMONSTRATION. On a f(p + h) — f(p) + Df(p)h + o(||h]|) quand h — 0, et
Df(p)h = O(||h||) car Df(p) est linéaire continue. Donc

fo+h) = f(p) = o(|[n]]) + O(l|A])) = O([[n]])
au voisinage de 0, et en particulier f(p+ h) — f(p) tend vers 0 quand h — 0. O
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Le lemme suivant montre que dans le cas des fonctions d’une variable, on n’a rien
défini de nouveau : la différentiabilité est équivalente a la dérivabilité.

LEMME 1.3. Soit ¢ : I — F ou I est un intervalle ouvert de R, et soit tqg € I. Alors
p est différentiable en ty si et seulement si elle est dérivable en tgy, et dans ce cas sa
différentielle en ty est donnée par

Dep(to)h = h x ¢/(to) .
En particulier, on a ¢'(tg) = Dp(to)1.

DEMONSTRATION. Si ¢ est dérivable en tg, alors on peut écrire (tg+h) = ¢(to) +
h¢'(to) + he(h), on e(h) — 0 quand h — 0. Comme he(h) = o(|h|) quand h — 0 et que
Papplication h — h¢(ty) est linéaire continue, cela montre que ¢ est différentiable en
to avec Do(tg)h = h¢'(to).

Inversement, si ¢ est différentiable en t¢, alors p(tg+h) = @(tg) + Dp(to)h+o(|h])
quand h — 0. Comme Do(t() est linéaire, on a Dp(tg)h = Dp(tg)(hx1) = hx Dp(tg)1
pour tout h € R. En posant £ = Dy(tg)1, I'identité précédente s’écrit donc p(tg+h) =
o(to) + h x &+ o(|h]). Ainsi, ¢ possede un développement limité a l'ordre 1 en g, et
par conséquent ¢ est dérivable en ty avec ¢'(tg) = & = Dp(tg)1. O

Remarque. De cette démonstration, il est bon de retenir le fait suivant : toute appli-
cation linéaire L : R — F est de la forme L(h) = h x &, et on a alors & = L(1). La
correspondance L «— & = L(1) est un isomorphisme de F' sur L(R, F'), et on a de
plus || L]z ,ry = [IL(1)||F (exercice). Ainsi, L(R, F) s’identifie isométriquement a F
de fagon “canonique”.

DEFINITION 1.4. Soit Q un ouvert de E, et soit f:Q — F.

(i) On dit que f est différentiable sur Q) si elle est différentiable en tout point
p € Q. On a alors sous la main une application Df : Q@ — L(E,F), qu’on
appelle la différentielle de f.

(ii) On dit que f est de classe C' sur € si f est différentiable sur Q et si sa
différentielle Df : QQ — L(E, F') est continue.

Remarque. La différentielle de f est donc une application de 2 dans un “espace d’ap-
plications”, a savoir I'espaceL(E, F'). Il est important d’étre toujours bien conscient de
ce fait : une différentielle est un objet compliqué.

Exemple 1. Soit I un intervalle ouvert de R. Une application ¢ : I — F est de classe C*
au sens de la définition précédente si et seulement si elle est C! au sens de la définition
donnée au chapitre 1, i.e. ¢ est dérivable sur I et ¢’ : I — F est continue.

DEMONSTRATION. On sait déja que ¢ : I — F est différentiable sur I si et seule-
ment si elle est dérivable sur I, et qu’on a alors ¢'(t) = Dy(t)1 pour tout ¢ € T ; autre-
ment dit, la correspondance canonique entre L(R, F') et F identifie Do(t) et ¢/(t), pour
tout t € I. Ainsi, lorsque ¢ est différentiable sur I, sa différentielle Dy : I — L(R, F)
s'identifie & son application dérivée ¢’ : I — F et on a ||Do(t) — Dp(s)|lzmr) =
€' (t) — ¢'(s)||F pour tous s,t € I. En particulier, Dy est continue si et seulement si
¢’ est continue. O

Exemple 2. Supposons qu’il existe une application linéaire continue L : E — F telle
que Vu € Q : f(u) = L(u). Alors f est de classe C! et

VueQ : Df(u)=1L.

La différentielle D f est donc constante sur Q.
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DEMONSTRATION. C’est évident puisque pour tout p € Q et h tel que p+ h € 9,

ona f(p+h) = L(p+h) = L(p) + L(h) = f(p) + Lh +0. O

Cas particulier. Soit Q un ouvert de R™. Pour j € {1,...,n}, notons z; : 2 = R la

j-ieme fonction coordonnée : si u = (uy,...,u,) € Q, alors xj(u) = u;. Alors les x;
h1

sont de classe C' sur €, et pour u € Q et h = ( : ) €R"™ on a
hn,

dx](u)h = hj .
DEMONSTRATION. Par définition, on a z;(u) = mj(u) pour tout u € Q, ou 7; :

R™ — R est la j-itme projection, qui est linéaire continue. Donc z; est C! avec dzj(u) =
m; pour tout u € €. O]

Exemple 3. Soient E, F, G trois evn. Si B : E X F' — G est une application bilinéaire
continue, alors B est de classe C! et sa différentielle est donnée par la formule

(1.2) DB(u,v)(h,k) = B(u, k) + B(h,v) .
En particulier, DB est une application linéaire continue de E x F' dans L(F x F, Q).
DEMONSTRATION. On a
B((u,v) + (h,k)) = B
,v) + B(u, k) + B(h,v) + B(h, k)

u,v) + B(u, k) + B(h,v) + O(||(h, k)||*)
u,v) + B(u, k) + B(h,v) + o(||(h, k)]|)

[
ot

quand (h, k) — 0. Comme pour tout (u,v) € E x F l'application (h, k) — B(u,k) +
B(h,v) est linéaire continue (car B est bilinéaire continue), cela montre que B est
différentiable en tout point (u,v) € E X F' et que DB est donnée par .

Comme B est bilinéaire, montre que 'application DB est linéaire de E X F
dans L(E x F,G). De plus, par continuité de B, il existe une constante C' telle que
|B(z,y)|| < C|lz|||ly|| pour tout (x,y) € E x F. On en déduit

IDB(u, v)(h, k)| < C([[ul [[E]] + [|A] lv]})
< 2C|[(w, 0)[[ | (A, K)[[ -

Par conséquent, ||DB(u,v)|| < 2C ||(u,v)|| pour tout (u,v) € E x F. Cela montre que
I'application linéaire DB est continue, autrement dit que B est de classe C'. ]

Cas particulier. L’application P : M, (R) x M, (R) — M, (R) définie par P(A, B) =
AB est de classe C! sur M,(R), avec
DP(A,B)(H,K) = HB + AK .
DEMONSTRATION. C’est immédiat puisque P est bilinéaire continue. O

Exercice. Montrer que I'application A — A? est de classe C! sur M, (R) et trouver sa
différentielle.
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1.3. Dérivées directionnelles. Dans ce qui suit, F et F' sont toujours des evn.

DEFINITION 1.5. Soit f : Q — F 0t Q est un ouvert de E, et soit p € . Soit également
e € E\{0}. On dit que f admet au point p une dérivée dans la direction de e si
la fonction d’une variable t — f(p + te) est dérivable en 0. On pose alors

0.5w) = Sl

dt
_ g ftte) =)
t—0 t

Ezercice. Montrer que si 0. f(p) existe, alors Oy.f(p) existe pour tout A € R*, et
Nef(p) = A0ef(p)-

La proposition suivante est trés simple, mais tres importante.

PROPOSITION 1.6. Si f : Q — F est différentiable en p, alors f admet au point p des
dérivées dans toutes les directions, et on a

Oef(p) = Df(p)e
pour tout e € E'\ {0}.

DEMONSTRATION. On a f(p+ h) = f(p) + Df(p)h + o(||h]|) quand A — 0. Par
conséquent, si e € E'\ {0} est fixé alors

fp+te) = f(p)+ Df(p)(te) +o([te]]) quand £ — 0

= f(p) +tDf(p)e+o(lt]),

car D f(p) est linéaire et ||te|| = [¢| |le]] = O(Jt]). Ainsi, f(p+te) possede un développement

limité & l'ordre 1 en 0, et par conséquent % [f(p + te)L:O existe et vaut Df(p)e. O

L’existence de dérivées dans toutes les directions ne suffit cependant pas a assurer
la différentiabilité :

Exemple. Soit f : R? — R la fonction définie par £(0,0) = 0, f(z,y) = 0 si y # 22 et
f(x,2%) =1 pour tout = # 0. Alors

(i) f admet en (0,0) des dérivées dans toutes les directions, et d f(0,0) = 0 pour
tout e € R?\ {0} ;

(ii) f n’est pas continue en (0,0) (et donc pas différentiable).

DEMONSTRATION. Il est clair que f n’est pas continue en (0, 0) puisque f(z,2?) = 1
ne tend pas vers 0 = f(0,0) quand = — 0.

Pour démontrer (i), fixons e = (a, 8) € R?2\{0}. On a f((0,0)+te) = f(ta,t3) pour
tout ¢t € R. L’équation t3 = (ta)? posséde au plus 2 solutions (et en fait exactement
2 si a et 3 sont tous les deux non nuls), dont 1'une est ¢ = 0. Donc on a certainement
tB # (ta)? si t # 0 est assez proche de 0, et donc f(ta,t3) = 0. Par conséquent,
£((0,0) +te) — f(0,0) = 0 pour t # 0 assez proche de 0, donc 9. f(0,0) existe et vaut
0. ]

2. Fonctions a valeurs dans R™ ; fonctions définies sur R"

2.1. Fonctions a valeurs dans R™. Le résultat suivant est trés simple, mais
important car il signifie que I’étude des fonctions a valeurs dans R™ se ramene a celle
des fonctions a valeurs réelles.
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PROPOSITION 2.1. Soit f: Q — R™ (ou Q est un ouvert d’un evn E). On écrit

f1(w)
flu)y=1
fm(u)
Alors f est différentiable en un point p € Q si et seulement si les fonctions fi,..., fm
le sont; et dans ce cas D f(p) est donnée par
Dfi(p)h
(2.1) Df(p)h = :
D fm(p)h
DEMONSTRATION. Dans ce qui suit, on munit R™ de la norme || - [|oo. On aura

besoin du fait suivant, qui sera également utilisé en d’autres occasions.

Fait. Soit L : E — R™ une application linéaire, et écrivons

Li(h)
L=
Lan (h)
Alors L est continue si et seulement si ses “composantes” L1, ..., L,, le sont, et dans
ce cas on a || L|| = max(|| Ly, ..., || Lml|)-

PREUVE DU FAIT. La premiere partie est claire puisque la convergence dans R™
est la convergence “coordonnée par coordonnée” (voir le chapitre 1, corollaire. Sup-
posons les L; (et donc L) continues. Si h € E, alors |L;(h)| < ||L(h)|| < ||L| x ||h| pour

touti € {1,...,m} et ||L(h)]|oc = max(|L1(h)|,...,|Lm(h)|) < max(||Li|],-..,||Lmll)x
||h]]. On en déduit d’une part ||L;|| < ||L|| pour tout i € {1,...,m}, et d’autre part
|L|| < max(||L1|l,-- -, | Lmll). Autrement dit : | L] = max(||L1],-- ., || Lml|)-

([l

Supposons f différentiable en p. On peut alors écrire f(p+ h) = f(p) + Df(p)h +
R(h), ou R(h) = o(||h]]) quand h — 0. En notant my,..., 7, les “formes linéaires
coordonnées” sur R, on en déduit m;(f(p + h)) = m(f(p)) + m(Df(p)h) + Ri(h)
pour tout i € {1,...,m}; autrement dit f;(p + h) = fi(p) + m(Df(p)h) + R;(h), o
Ri(h) = m;i(R(h)). Par continuité des formes linéaires m;, on a R;(h) = O(||R(h))]|), et
donc R;(h) = o(||h]|)) quand A — 0. Cela montre que chaque f; est différentiable en p
avec D f;(p)h = mi(Df(p)h) pour tout i € {1,...,m}; d’ou (2.1).

Inversement, supposons que chaque f; soit différentiable en p. On peut alors écrire
filp+ 1) = fi(p) + Dfi(p)h + Ri(h), ot Ri(h) = o(||h[|). Par conséquent,

Dfi(p)h
fp+h)=f(p)+ : + R(h),
D fm(p)h
Ri1(h)
ou R(h) = t |- On a ||[R(h)|le = max(|Ri(h)|,..., |Rm(h)]) = o([[h]]) car
Rm(h)

Ri(h) = o(]|h]]) pour tout i. De plus, l'application linéaire L définie par L(h) =
Dfi(p)h
est continue d’apres le fait. Ainsi, f est différentiable en p avec D f(p) = L.

Dfm(p)h
0
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COROLLAIRE 2.2. Awec les notations précédentes, Uapplication f est de classe C' si et
seulement si ses “composantes” f1,..., fm le sont.

DEMONSTRATION. Munissons R™ de la norme || - ||oo. D’apres le fait énoncé dans
la preuve de la proposition, I'espace L(E,R™) s’identifie isométriquement a l’espace
produit L(E,R) x --- x L(E,R). Une application ® : Q@ — L(E,R™) = L(E,R) X
-+ x L(E,R) est donc continue si et seulement si ses composantes ®1, ..., ®,, le sont.
En particulier (en supposant f différentiable), Df : Q — L(E,R™) est continue si et
seulement si les D f; le sont ; autrement dit, f est de classe C! si et seulement si les f;
le sont. O

Ezercice. Enoncer et démontrer un analogue de la proposition pour une application
f a valeurs dans un evn produit Fy x --- X E,,.

2.2. Dérivées partielles. Dans ce qui suit, F' est un evn.

DEFINITION 2.3. Soit Q un ouvert de R", et soit f : Q — F. Soit également j €
{1,...,n}. On dit que f admet en un point p = (p1,...,pn) € Q une dérivée partielle

par rapport a la j-iéme variable sila fonction d’une variable x — f(p1,...,pj—1, %, Pjt1, - -

est dérivable au point p;. On pose alors

d

ajf<p) = % f(ph cee 7pj—17x7pj+17 .. pn)

T=pj '
Autrement dit, on a

f(plu -3 Pj—1,Dj +t7pj+17 .. pn) - f(p17 <3 Pj—1,D55Pj+15 - - pn) )

0; = lim
i f (p) 0
Remarque 1. En oubliant les notations peut-étre désagréables, cette définition est tres
simple : on considére toutes les variables comme constantes sauf une, et on dérive par
rapport a cette variable.

Remarque 2. 1l ne faut pas perdre de vue que 0;f(p) est un élément de F. Si 0;f(p)
existe en tout point p € €2, on a donc sous la main une application 9;f : Q@ — F, qu’on
appelle bien entendu la j-ieme dérivée partielle de f.

AUTRES NOTATIONS.

(i) Si les variables se notent (z1,...,x,), on écrit souvent 8% au lieu de 0; f.

(i’) Mais si les variables se notent (uq,...,u,), on écrit plutot 88712 .
(ii) gi  est un oux{;ert dae R?, on écrit plutot (z,y) au lieu de (1, 22), et donc %,
8—5 au lieu de 87517 ang'

(iii) De méme, si 2 est un ouvert de R3, les variables se notent en général (z,y, 2)

sorit 9f O OF.
et on écrit 7o, Dy Oz

En résumé : la seule notation “canonique” est J;f. Les autres dépendent du nom
qu’on donne aux variables et peuvent parfois préter a confusion ; mais elles sont quand
meéme tres utilisées, car peut-étre plus suggestives.

- Pn)
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Exemple. Soit f:R? — R définie par f(z,y) = e 4 x2ycos(x — y3). Alors f admet
des dérivées partielles en tout point, avec

0 .

8%(% y) = 3aye”? + 2zycos(z — y) — aPysin(z — ),

8f 3 _x3y 2 3 2,3 4 3

a—y(:r,y) = z°e” Y+ x°cos(x — y°) + 3x“y’sin(x — y°).
Remarque. Pour alléger les notations, on écrit souvent 91 ot 9L au lieu de 2L z,y) et

g ox Oy Ox

9f x,y). C’est commode, mais incorrect et dangereux : en toute rigueur, 9 est une
dy ox

fonction dont la valeur en un point p = (x,y) est %(x, y). On va au devant de graves
ennuis si on ne fait pas tres attention & bien comprendre ce qu’on écrit.

Le lemme suivant montre que les dérivées partielles sont des cas particuliers de
dérivées directionnelles.

LEMME 2.4. Soit f: Q — F (ou Q est un ouvert de R") et soit p € Q. Pour tout

Je{l,...,n}, on ad;f(p) = 0, f(p), ot ej est le j-itme vecteur de la base canonique
de R™.

DEMONSTRATION. C’est clair car f(p +te;) = f(p1,...,Pj—1,Pj + L, Dj+1,---,Pn)-
]

THEOREME 2.5. Soit Q un ouvert de R", et soit f: Q — F. Si f est différentiable en
un point p € Q, alors f admet au point p des dérivées partielles par rapport a chaque

h1
variable, et pour h = < : > eR™ on a
hn,

Df(p)h = h;0;f(p).
j=1

En particulier, 0;f(p) = Df(p)ej pour tout j € {1,...,n}.

DEMONSTRATION. Supposons f différentiable en p. D’apres la proposition on
sait que f admet au point p des dérivées dans toutes les directions, avec J.f(p) =
Df(p)e pour tout e € R™\ {0}. Donc f admet des dérivées partielles en p, avec

9;f(p) = Df(p)e;
h1
pour tout j € {1,...,n}. Pour h = ( : ) € R", on a donc
hn

Df(p)h = Df) | D_hse;
j=1
= Z hj Df(p)e; par linéarité
j=1

= > ho;f(p).
j=1
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On a vu plus haut que l'existence de dérivées partielles en un point ne suffit pas
a assurer la différentiabilité (voir 'exemple donné apres la proposition |1.6)). Avec des
hypotheses plus fortes, on obtient cependant une réciproque au théoréeme précédent :

THEOREME 2.6. Soit Q un ouvert de R™, et soit f : Q@ — F. Soit également p € ().
On suppose que f admet des dérivées partielles en tout point de €2 et que les fonctions
OLf,...,0nf sont continues au point p. Alors f est différentiable en p.

DEMONSTRATION. D’apres le théoréme précédent, le seul candidat possible pour
Df(p) est 'application linéaire (continue) L : R™ — F' définie par

L(h) = h;d;f(p).
j=1

11 s’agit donc de montrer qu’on a f(p+ h) — f(p) — L(h) = o(||h||) quand h — 0. Dans
la suite, on munit R™ de la norme || - || et on choisit § > 0 tel que

[hllo <6 = p+heq.

hy

Soit h = ( : ) € R" vérifiant ||h||c < 6. En écrivant
hn

fp+h)— f(p) [f(pr 4 Pa,pa 4 ha, o pn 4 hy) = f(pr,p2 + ha, .o oo+ ha)]

[f(p11p2 + h27 ceyPn Tt hn) - f(p1>p27p3 + h37 cey Pt hn)]

+ o+ o+

[f(pla <o s Pn—1,0n + hn) - f(p17 s 7pn)] ;

on obtient .
Fp+1) — (o) = L(h) = 3 A (h),
j=1

ou les Aj(h) sont donnés par les formules suivantes :

) = f(p1+hi,p2+ha,...,pn+hy) = f(p1,02+ ha, ..., pn + hy) — h101f(p)
) = f(p17p2+h27"')pn+hn)7f(plap27p3+h37"°vpn+h’n)7h282f(p)

An(h) = f(pla <oy Pn—1,Pn + hn) - f(Pla cee apn) - hnanf(p)
En regardant A de plus pres, on constate qu’on a
Ay(h) = ¢(1) —¢(0),
ou ¢ : [0,1] — F est définie par
@(t) = f(p1 +thi,p2 + ha, ..., pp + hy) — th101 f(p) -

Comme u(t) := (p1 + th1,ps + ha,...,pn + hn) € B(p,d) C Q pour tout t € [0,1] et
comme 0 f(u) existe en tout point de 2, la fonction ¢ est dérivable sur [0, 1] avec

©'(t) = hO1 f(p1 + thi,p2 + hoy ..., pp + hy) — R101f(p) -

D’apres I'inégalité des accroissements finis, on sait qu’on peut trouver ¢ €0, 1] tel que
le(1) = @(0)]| < [l¢'(c)], autrement dit

[AL(R)[| < [ha |01 f(p1 + chi,p2 + has. .. pn + he) — O1f (P)]]-
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D’autre part, le point ¢*(h) = (p1 + ch1,p2 + ha, ..., Dn + hy) vérifie [[¢H(h) — plloo =
max(|chi|, |ha|,- .., |hnl) < ||h]loo- Ainsi, on a trouvé un point ¢'(h) € Q tel que

lg* (h) = plloe < llhllo et [AL(R)] < |ha] 01 (a" () — Of ().
De méme, on peut trouver des points ¢?(h), ..., q"(h) tels que ||¢/ (h) —p|lco < ||P|lso
pour tout 7, et ‘
1A (R < [hjl [|01f (¢’ (h)) = 01f (P -
On en déduit

1f(p+h) = flp) = LW < D Ihyl100f(d (B) = D1 f (D)
j=1
< Ao x D 01F (@7 (B) — 01f ()]
j=1

= |[hlloo x &(R) .
Comme [|¢7(h) — plloo < ||P]loo, chaque ¢7(h) tend vers p quand h — 0, et donc

e(h) tend vers 0 puisque les 0; f sont continues au point p. On a donc bien montré que
flp+h)— f(p) — L(h) = o(||h]]) quand h — 0, ce qui acheve la démonstration. O

COROLLAIRE 2.7. Soit Q un ouvert de R™. Pour une application f : Q@ — F, les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est de classe C* sur Q;

(ii) f admet des dérivées partielles en tout point de Q, et les fonctions O1f, ..., 0nf
sont continues sur 2.

DEMONSTRATION. Si (i) est vérifiée, alors f admet des dérivées partielles en tout
point, et on a 0;f(u) = Df(u)e; pour j € {1,...,n} et pour tout u € Q. Comme
I'application (linéaire) L — Le; est continue sur L(R"™, F') et comme D f est continue,
on en déduit par composition que chaque 9; f est continue sur ).

Inversement, supposons (ii) vérifiée. Alors f est différentiable sur Q d’apres le
théoreme, et il reste a voir que Df : Q — L(R™, F') est continue. Munissons R" de la
norme || - ||so. La preuve du fait suivant est laissée en exercice.

Fait. Si L € L(R™, F), alors | L|| = Y7 [|IL(e;)|l-

D’apres le fait, si u,v € Q alors

IDf(v) = Df()ll = Y [IDf(v)ej — Df (w)ey|
j=1

= > 19;f(w) = f (W
j=1

Comme les 0; f sont supposées continues, on en déduit que D f est continue, autrement

dit que f est de classe C'.
O

f1
COROLLAIRE 2.8. Soit Q0 un ouvert de R", et soit f: ) — R™. Ecrivons f= ( : >

fm
Alors f est de classe Ct si et seulement si 9, f; existe et est continue sur S, pour tout
ie{l,...,m} et pour tout j € {1,...,n}.
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Remarque. L’intérét “pratique” des deux corollaires précédents est évident : pour mon-
trer qu’une fonction définie sur un ouvert de R™ est de classe C', il suffit de calculer
des dérivées partielles et de vérifier qu’elles sont continues. On peut méme oublier la
définition de la différentiabilité!

e® log(z—y)
Exemple. La formule f(z,y) = ( (e+y) Si“(xy)Q) ) définit une application de classe C*

3
5 3, cos(z®+y
x —a—
Yo+ 231

sur Q = {(z;y) € R?;  # 1 et 2 > y}, a valeurs dans R3.
2.3. Matrice jacobienne; gradient.

DEFINITION 2.9. Soit Q un ouvert de R"™, et soit f : Q — R possédant des dérivées
partielles en un point p € Q. Le gradient de f au point p, noté V f(p), est le vecteur

de R™ défini par
01f(p)
Vfp) = :
On f(p)

Il est important de se souvenir que le gradient n’est traditionnellement défini que
pour une fonction a valeurs réelles.

PROPOSITION 2.10. Soit Q un ouvert de R™, et soit f:Q — R. Si f est différentiable
en un point p € €2, alors

Vh e R" : Df(p)h = (V[f(p)h),
ot (, ) est le produit scalaire usuel sur R™.

h1
: ) € R™, alors

DEMONSTRATION. C’est évident : si h = (
hn

Df(p)h =Y h;j0if(p) = (Vf(p),h).
j=1

O

DEFINITION 2.11. Soit Q un ouvert de R™, et soit f : Q — R™, Ecrivons comme d’ha-
fi

bitude f = ( : ), et supposons que les fonctions f; possédent des dérivées partielles
fm

en un point p € 2. La matrice jacobienne de f au point p est la matrice

Jacy(p) = (39]:] (p))Zj:I

REMARQUE. La matrice jacobienne d’une fonction de R™ dans R™ a donc m lignes
et n colonnes. Pour s’en souvenir, penser aux applications linéaires : la matrice d’une
application linéaire L = R™ — R"™ a bien m lignes et n colonnes. Pour ne pas se tromper
dans Iécriture de Jacy, il faut juste ne pas oublier d’écrire f(x1,...,z,) comme un
vecteur colonne.

Ezercice. Ecrire la matrice jacobienne de L’application f : R? — R? définie par
f(z,y) = (z3y*, (z + y?) sin(zy), arctan(z — y*)) en tout point (z,y) € R%
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PROPOSITION 2.12. Soit 2 un ouvert de R™. Si f : Q0 — R™ est différentiable en un
point p € §, alors Jacs(p) est la matrice de Uapplication linéaire D f(p) relativement
aur bases canoniques de R™ et de R™.

DEMONSTRATION. On a vu que la différentielle D f(p) est donnée par

Dfi(p)h
Df(p)h = :
D fm(p)h
h1
En écrivant h = < : ) , on voit donc que pour ¢ € {1,...,m} la i-ietme coordonnée du
hn,

vecteur D f(p)h € R™ est égale a

(D), = 55w

0

Ezercice. Soit f : 2 — R une fonction a valeurs réelles différentiable en un point p.
Quelle relation y a-t-il entre le gradient de f au point p et sa matrice jacobienne au
point p?

2.4. Formes différentielles et “notation physicienne”. Dans ce qui suit, €2
est un ouvert de R".

DEFINITION 2.13. Une forme différentielle (de degré 1) sur Q2 est une application
a:Q— LR, R) de Q dans l’espace vectoriel L(R™,R).

Exemple. Si f: Q) — R est différentiable sur €2, alors sa différentielle df est une forme
différentielle sur ).

Comme L(R",R) est un espace vectoriel, on dispose de deux opérations naturelles
sur les formes différentielles.

e Somme : si a et 8 sont des formes différentielles sur €2, on définit une forme
différentielle o 4+ 5 en posant

(a+B)(u) = a(u) + H(u).

o Multiplication par une fonction :sia : Q — L(R"™, R) est une forme différentielle
et si A : 2 — R est une fonction sur  (a valeurs réelles), on définit une forme
différentielle A o en posant

(Aa)(u) = Au)a(u) .

PROPOSITION 2.14. Soient x1, ...,y les fonctions coordonnées sur 2. Toute forme
différentielle o : Q@ — L(R™,R) s’écrit de maniére unique sous la forme

o = i )\j d:L'j
j=1

ou les \j sont des fonctions sur . On a A\j(u) = a(u)e; pour tout u € Q et j €

{1,...,n}.
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DEMONSTRATION. On sait qu’on a dz;(u) = m; pour tout uw € Qet j € {1,...,n},
ou m; : R® — R est la j-ieme forme linéaire coordonnée. D’autre part, on sait
également que (7q,...,7,) est une base de L(R",R) = (R™)*. Le résultat s’en déduit
immédiatement. Enfin, en évaluant a(u) = Y 1 Ap(u)dz;j(u) = Y 7 Ap(u)my sur le vec-
teur e; et en se souvenant que 7 (e;) vaut 0 pour k # j et 1 pour k = j, on trouve
a(u)ej = \j(u). O

Cas particulier. Si f : @ — R est différentiable, on a df (u)e; = 0;f(u) pour tout
u€ Qetje{l,...,n}. On en déduit l’écriture de la forme différentielle df dans la
“base” (dx1,...,dx,) :

(2.2) df =) % dz;j .

C’est la mystérieuse formule utilisée systématiquement en physique. On verra plus loin
que cette formule est particulierement bien adaptée aux changements de variables.

Remarque 1. L’écriture (2.2) dépend du nom qu’on a donné aux variables, i.e. aux
fonctions coordonnées. Si les variables s’appelaient uq, ..., u,, on écrirait évidemment

2]
df =31 5 duy.
Remarque 2. Sin = 1, i.e. Q est un ouvert de R, on a une seule variable z, donc
of = f' et df = f'dx. Méme si on ne peut pas “diviser par dz”, cela explique la
notation
_d

!
f_da:

3. Fonctions composées

Le théoréme suivant généralise la formule de dérivation des fonctions composées

(go f)(t)=g'(f(t)) x f'(t).

Rappellons qu’on note Lj Lo plutot que Ly o Lo la composée (le “produit”) de deux
applications linéaires L1 et Lo.

THEOREME 3.1. (théoréme des fonctions composées)

Soient, E,F,G trois evn, f : Q@ — F ou Q un ouvert de E, et g : Q' — G ot Q' un
ouvert de F'. On suppose qu’on a f(2) C ' (de sorte que la composée go f : Q — G
est bien définie). Si f est différentiable en un point p € ) et si g est différentiable en
f(p), alors go f est différentiable en p avec

D(go f)(p) = Dg(f(p))Df(p)-

Remarque. 1l faut bien comprendre cette formule. Ona D f(p) € L(E, F) et Dg(f(p)) €
L(F,G), donc la composée Dg(f(p))Df(p) = Dg(f(p)) o Df(p) est bien définie. La
formule signifie que si h € E, alors D(g o f)(p)h = Dg(f(p))(Df(p)h).

DEMONSTRATION. Il s’agit simplement d’une “composition de développements li-
mités”. On a

fp+h) = f(p) + Df(p)h + Ri(h)
ou Ri(h) = o(||h||) quand h — 0, et

9(f(p) + k) =g(f(p)) + Dg(f(p))k + Ra(k)
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ou Ra(k) = o(||k||) quand k& — 0. En prenant k = Df(p)h + R1(h), on en déduit

goflp+h) = g(f(p) + Df(p)h+ Ri(h))
= g(f()) + Dg(f(p))(Df(p)h + Ri(h)) + Ra(Df (p)h + Ru(h))
= gof(p)+ Dg(f(p)Df(p)h + R3(h),
ott R3(h) = Dg(f(p))Ri(h) + R2(Df(p)h + Ri(h)).

Comme Dg(f(p)) est linéaire continue, on a Dg(f(p)R1(h) = 0(||R1(h)||) = o(||k|])
quand h — 0; et comme k = Df(p)h + Ri(h) tend vers 0 quand h — 0, on a
Ry(Df(p)h + Ri(h)) = o(|[Df(p)h + Ra(h)|]) = o(|[h]]) quand h — O (car Df(p)h +
Ri(h) = O(||h]|) + o(|Ik|]) = O(||k||) au voisinage de 0). Ainsi, R3(h) = o(]|h||) quand
h — 0, ce qui termine la démonstration. O

COROLLAIRE 3.2. La composée de deux applications de classe C' est de classe C' sur
son domaine de définition.

DEMONSTRATION. D’apres le théoréme, si f et g sont différentiables alors ® = go f
est différentiable sur €2 avec D®(u) = Dg(f(u))Dg(u) pour tout u € Q. On peut donc
écrire

DO (u) = B(Df(u), Dg(f(u)).

ou B: L(E,F)x L(F,G) est I'application bilinéaire définie par B(S,T) = T'S. Comme
B est continue (voir le chapitre 1), on en déduit par composition que si D f et Dg sont
continues, alors D(g o f) est continue. O

CONSEQUENCE PRATIQUE. Comme pour la continuité, il découle de ce résultat qu’une
fonction donnée par une “formule explicite”, construite a partir de fonctions de classe
C', est de classe C! sur tout ouvert contenu dans son domaine de définition.

Ezercice. Soit a > 0. Montrer que la formule f(z,y) = (22 + y?)® définit une fonction
de classe C! sur = R?\ {(0,0)}. Pour a = 1/2, cette fonction est-elle de classe C*
sur R??

COROLLAIRE 3.3. Sous les hypothéses du théoréme, on prend E = R", F = R™ et
G =R, Alors la matrice jacobienne de go f au point p est le produit des deux matrices
jacobiennes Jacy(f(p)) et Jacy(p) :

Jacgor(p) = Jacy(f(p)) Jacs(p) .

DEMONSTRATION. C’est évident puisque les matrices jacobiennes sont les matrices
des différentielles et que la composition des applications linéaires correspond au produit
des matrices. g

COROLLAIRE 3.4. Soit f : Q — R, ou Q est un ouvert de R™. On suppose que f s’écrit
sous la forme

flut, . oyum) = F(x1(ut, .y Um)y ooy (U, - ooy Up))
ot les fonctions F et x1,...,x, sont différentiables. Pour j € {1,...,n}, notons “%”
la fonction u v O;F (z1(u),...,xn(u)). Alors :

(1) la différentielle de f est donnée par la formule

n o«

F”
df = Z L dzj;
j=1
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(2) pourie{l,...,m}, on a

n o«

oF " 81,‘]‘
8ul Z dx; Ou;

DEMONSTRATION. Posons z(u) = (:pl(u), .oy Tp(u)). Alors z : 2 — R" est différentiable
et f=Fox. Pourue€ Qet heR™, ona donc
df(u)h = dF(x(u))(dz(u)h)
= Y (de(u)h); 9;F (x(u))

j*l

= ZE)F )) X dzj(u)h

n o« 9
OF
= 2. dzj | (u)h.
=1 O
Cela prouve (1).
La formule (2) découle immédiatement de (1) : en écrivant dxj = ", giuz du; et
en reportant dans (1), on obtient

v - z R (z 22: duz)

Comme par ailleurs df = >_1" 8f du;, on en déduit la formule souhaitée par unicité de
la décomposition de la forme différentielle df dans la “base” (dui,...,duy,) :

n o«

Z 8F 8.’EJ
8:53 0uz

g
PREUVE DIRECTE DE (2). Pour u € Q et i € {1,...,m} donnés, 8%-(“) est le
i-eme coefficient de la matrice jacobienne Jacg(u) (qui est une matrice ligne 1 x m
puisque f est a valeurs réelles). Comme f = F oz, ot z(u) = (x1(u),...,zn(u)), on
sait que Jacyg(u) = Jacp(x(u))Jac,(u), autrement dit
0 0
d—ii(u) a?f:n (u)
Jacy(u) = <g—£(x(u)) %@(@)) X : :
g%(u) gu%(u)
En écrivant le i-éme coefficient de ce produit de matrices, on obtient (2). O

Remarque. Evidemment, on va s’empresser d’oublier les guillemets autour de %
J

pour écrire simplement %- Mais il ne faut pas perdre de vue que cette notation
J
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est une abbréviation potentiellement source d’erreurs. On peut cependant en rajou-

ter dans I’abus de notation, et écrire f au lieu de F' dans (1) : on retombe alors sur
la formule magique df = Z?Zl (%j dx;, mais le “f” du membre de droite n’a pas le
méme sens que celui du membre de gauche. Le f de droite est la fonction f considérée
comme fonction des nouvelles variables x1,...,x,, qui sont elless-méme des fonctions
et a ce titre admettent des différentielles dzq,...,dx,. En résumé : la formule ma-
gique df = Z?:l % dz; est valable en toute circonstance, a condition de I'interpréter
correctement. ’

Ezercice. Soit F :  — R différentiable, ot Q = R?\ {(z,0); = > 0}, et soit f :
10,00[% ]0,27[— R la fonction définie par f(r,0) = F(rcosf,rsinf). Exprimer les
dérivées partielles de f en fonction de celles de F', puis celles de F' en fonction de celles
de f.

COROLLAIRE 3.5. Soit I un intervalle ouvert de R, et soit f : I — R de la forme
f(t) = F(z1(t),...,zn(t)), ot F est différentiable et les x; sont dérivables. Alors la
dérivée de f est donnée par la formule
"~ OF
Fi@) =) 7 (@t),...,za(t) 25(t) -
Ox;

j=1

DEMONSTRATION. C’est un cas particulier du corollaire précédent (avec Q = I et
m=1). O

Ezercice. soit F' : R3 — R différentiable. Donner une formule pour la dérivée de la
fonction t — F(t2 +t°, €', 3 cost).

COROLLAIRE 3.6. Soient v = I — E dérivable avec v(I) C Q et soit f : Q@ — F
différentiable, ou I est un intervalle ouvert de R. Alors la fonction ¢ : I — F définie

par (t) = f(~(t)) est dérivable, avec ¢'(t) = Df(y(t))v' (t).

DEMONSTRATION. On a ¢ = f o+, donc ¢ est différentiable (i.e. dérivable) avec
Dy(t)h = Df(y(t))(Dv(t)h) pour t € I et h € R. Autrement dit :

hx ¢'(t) = Df(v()(h x (1)) = h x Df(v(t))¥'(t),
d’ou le résultat en prenant h = 1.
O

Remarque. Le résultat reste vrai méme pour un intervalle I quelconque. On peut le
voir soit en recopiant la preuve du théoreme des fonctions composées dans ce cas
particulier, soit en prolongant ¢ en une fonction dérivable sur un intervalle ouvert
contenant I (exercice).

COROLLAIRE 3.7. Soit Q0 un ouvert d’un evn E, et soient f,g: Q — R. Si f et g sont
différentiables, alors f + g et fg le sont avec d(f + g) = df +dg et d(fg) = gdf + fdg.

Si de plus g ne s’annule pas, alors f/g est différentiable avec d(f/g) = gdfg*# .

DEMONSTRATION. Pour la somme, il n’est pas difficile de démontrer le résultat en
utilisant uniquement la définition de la différentiabilité. On peut aussi procéder d’une
maniere beaucoup plus compliquée mais qui illustre bien le théoréeme des fonctions
composées. Par définition, on a f+g = Lo ® ou & : & — R x R sont définies
par ®(u) = (f(u),g(u)) et L(z,y) = = + y. L’application ® est différentiable avec
D®(u)h = (df (u)h,dg(u)h), et Paplication L est linéaire continue, donc différentiable
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avec DL(x,y) = L pour tout (x,y) € R?. Par composition, f+g est donc différentiable
avec

d(f + g)(u)h DL(®(u))(D®(u)h)
= L(df(u)h,dg(u)h)
= df(uwh+dg(u)h,
d’ou le résultat.
Pour le produit, on écrit fg = Bo®, ou ®(u) = (f(u),g(u)) et B: R xR — R est
définie par B(z,y) = xy. Comme B est bilinéaire continue, on en déduit que fg est
différentiable avec

d(fg)(u)h DB(®(u))(D®(u)h)
= DB(f(u),g(w))(df (u)h,dg(u)h)
= B(f(u),dg(u)h) + B(df (u)h, g(u))
f(u)dg(u)h + g(u)df (u)h,

ce qui est la formule souhaitée.
Pour le quotient, on se rameéne au produit. En écrivant h = f/g, on a hg = f, donc
d(hg) = df autrement dit gdh + hdg = df. Par conséquent :

A(f/g) = dh = (df — hdg) /g = L= (g/g)dg _ gdf g—Qfdg _

Il faut quand méme justifier que f/g est bien différentiable, ce qui découle du théoréme
des fonctions composées et de la différentiabilité de la fonction (z,y) — z/y sur R x R*
(formule explicite ...). O

4. AF et TFA

4.1. L’inégalité des accroissements finis. Rappelons que si u et v sont deux
points d’un espace vectoriel (réel) E, on note [u,v] le segment d’extrémités u et v.
C’est le sous-ensemble de E défini analytiquement par

[u,v] = {(1 = t)u+tv; t € [0,1]}.

On a bien sur [u,v] = [v,u]. D’autre part, cette définition a un sens pour £ = R et on
obtient bien l'intervalle fermé borné d’extrémités u et v.

THEOREME 4.1. (inégalités des accroissements finis)
Soient E et F deux evn, et soit f : Q) — F différentiable, ot ) est un ouvert de E. Si
u,v € Q) et si le segment [u,v] est contenu dans 2, alors il existe un & € [u,v] tel que

1f(w) = f)[| < [[Df(E) v —u).
En particulier, on peut trouver & € [u,v] tel que
1 () = F) < [DFEN * flv—ul.
DEMONSTRATION. Soit ¢ : [0,1] — F la fonction définie par
p(t) = f((1)),

ou y(t) = (1 — t)u + tv. Comme [u,v] C Q, la fonction ¢ est dérivable sur [0, 1] par
composition, avec (corollaire

¢'(t) = Df(v(t)'(t) = DF(v(1)) (v — w).
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D’apres I'inégalité des accroissements finis pour les fonctions d’une variable, on sait
qu’il existe un point ¢ € [0, 1] tel que [|p(1)—p(0)|| < (1-0) x||¢’(c)||. Comme v(1) = v
et v(0) = u, cela s’écrit

1 (0) = F) < IDf(v(e)(v =),
d’ou le résultat avec & = Df(y(c)). La deuxieme inégalité du théoreme est claire
puisque [|Df(§)(v —w)|| < [[Df(E)] v — ul- U

COROLLAIRE 4.2. Si louvert Q0 est convexe et s’il existe une constante M tel que
IDf(&)]] < M pour tout £ € 2, alors f est M-lipschitzienne sur €2 :

Vu,v € Q ¢ || f(v) = f(uw)] < M v —ul.
DEMONSTRATION. C’est évident puisque [u,v] C © pour tous u,v € . d

COROLLAIRE 4.3. Soit € un ouvert de R™. Si f:Q — F est de classe C' sur Q, alors
f est lipschitzienne sur toute boule fermée B C €.

DEMONSTRATION. La boule B est compacte car on est en dimension finie, donc
la fonction continue & — ||Df(€)| est bornée sur B : il existe une constante M telle
que |[Df(€)]] < M pour tout £ € B. De plus, la boule B est également conveze, donc
IDf(€)|| < M pour tout £ € [u,v] si u,v € B. D’apres l'inégalité des accroissements
finis, on en déduit immédiatement le résultat. ]

COROLLAIRE 4.4. Si l'ouvert Q C E est connexe et si Df = 0 dans €2, alors f est
constante sur €.

DEMONSTRATION. D’apres l'inégalité des accroissements finis (corollaire avec
M =0),onalf(v)—f(u)] <0 (ie. f(u) = f(v))des que u,v € § sont tels que [u, v] C
Q). Si maintenant u et v sont deux points quelconques de €2 alors, par connexité, on peut
relier u et v par une ligne brisée L = [ag, a;U- - -U[an_1, ay] entiérement contenue dans
Q (voir la proposition 4.6 du chapitre 1). D’apres ce qui précede, on a f(aj+1) = f(a;)
pour tout ¢ € {0,..., N — 1}, et donc f(v) = f(an) =--- = f(ap) = f(u). Comme u
et v sont quelconques dans ), cela montre que f est constante.

On peut aussi démontrer directement le résultat, sans utiliser la proposition 4.6
du chapitre 1. Fixons un point p € Q et posons Qy = {u € Q; f(u) = f(p)} et
O ={ueQ; f(u)# f(p)}. Il Sagit de montrer que Q7 = (). Comme Q et ; forment
une partition de €2, que Q est visiblement ouvert et que Qo # 0 (car p € ), il suffit
(par connexité de ) de montrer que Qg est ouvert. Soit donc ug € Qg quelconque,
et soit r > 0 tel que B = B(ug,r) C Q. Comme la boule B(u,r) est conveze, f est
constante sur B d’apres I'inégalité des accroissements finis (corollaire avec M = 0).
On a ainsi f(u) = f(up) = f(p) sur B, autrement dit B = B(ug, ) C Q. O

4.2. le “théoreme fondamental de I’analyse”. Dans cette section, E est un
evn et F' est un evn complet (par exemple de dimension finie).

Si 2 est un ouvert de F, on appelera chemin dans {2 toute application continue

v : [a,b] — E définie sur un intervalle compact [a,b] C R, telle que ~([a,b]) C Q.

THEOREME 4.5. (théoréme fondamental de I'analyse)
Soit Q un ouvert de E, et soit f : Q — F de classe Ct. Si~y : [a,b] — E est un chemin
de classe C' dans Q, alors

b
F/(B) — F(r(a)) = / Df(v(t)7/ (1) dt.
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DEMONSTRATION. Soit ¢ : [a,b] — F la fonction d’une variable définie par ¢(t) =
f(y(t)). La fonction ¢ est effectivement bien définie puisque 7(t) € € pour tout ¢ €
[a, b], et par composition elle est de classe C avec ¢ (t) = D f(y(t))Y () (corollaire.
Il suffit donc d’appliquer a ¢ le théoreme fondamental de I’analyse pour les fonctions
d’une variable démontré au chapitre 1. O

COROLLAIRE 4.6. Soit f: Q — F de classe C'. Siu,v € Q et si [u,v] C Q, alors

1
F) - f(u) :/0 DA((1 = t)u+ tv) (v — ) dt

Autrement dit, sip € Q et si h € E est tel que [p,p+ h] C Q, alors

1
flp+h)=f(p) +/O Df(p+ th)hdt.

DEMONSTRATION. C’est le théoréme appliqué au chemin v : [0,1] — F défini par
y(t) = (1 —t)u + to. O
Ezercice. Utiliser le théoreme fondamental de ’analyse pour redémontrer I'inégalité

des accroissements finis, dans le cas d’une application de classe C'.

Comume illustration du théoreme fondamental de I’analyse, on va maintenant démontrer
un résultat concernant les suites d’applications de classe C'. C’est ’analogue de la pro-
position 6.13 du chapitre 1.

PROPOSITION 4.7. Soit @ un ouvert de E, soit (fi) une suite de fonctions de classe
Cl sur Q, a valeurs dans F, et soit f : Q — F. On suppose que
(i) la suite (fx) converge simplement vers f sur € ;

(i) la suite (Dfy) converge uniformément sur toute boule fermée B C Q2 vers une
application ® : Q — L(E, F).
Alors f est de classe Ct et Df = ®.

DEMONSTRATION. Comme les D fj, sont continues et convergent uniformément vers
® sur toute boule boule ouverte B = B(p,r) telle que B C €, lapplication ® est
continue (car continue au voisinage de chaque point p € Q). Il suffit donc de montrer
que f est différentiable sur {2 avec DF' = ®.

Soit p € Q, et fixons r > 0 tel B(p,r) C Q. Alors [p,p + h] C Q pour tout h € E
vérifiant ||h|| < r, par convexité de la boule B = B(p,r). Pour un tel h, on a donc

1
VkeN:!m@+hy=ﬁ@y+ADﬁ@+¢®hﬁ.

Comme D fi(p + th)h tend vers ®(p + th)h uniformément sur [0, 1] par (ii) (car
[p,p+ h] C B), on peut passer a la limite sous I'intégrale et on obtient

1
fp+h) = f(p) +/0 ®(p+ th)hdt

pour tout h vérifiant ||h| < 7.
Comme @ est continue, on peut écrire ®(p+ k) = ®(p) +<(k), ou e(k) tend vers 0
quand k£ — 0. Pour ||h]| <, on a donc

flp+h) = f(P)-l—/Ol[(b(p)—i—s(th)]hdt
= flp)+@P)h+ R(h),
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ott R(h) = [} e(th)hdt. De plus,

IR

IN

/1 e(th)h]| dt
0

IN

1
] x / le(th) | de

Comme £(k) tend vers 0 quand k£ — 0, U'intégrale fol lle(th)|| dt tend vers 0 quand
h — 0 (exercice). On a donc R(h) = o(||h||) quand h — 0, et comme ®(p) € L(E, F),
cela prouve que f est différentiable en p avec D f(p) = ®(p).

O

COROLLAIRE 4.8. Soit  un ouvert de R™, et soit (f) une suite de fonctions de classe
Cl sur Q, a valeurs réelles. Soit également f : Q — R. On suppose que

(i) la suite (fx) converge simplement vers f sur € ;

(i) pour tout j € {1,...,n} la suite (ngI;>k o converge uniformément sur tout
€

compact de {2 vers une fonction g; : @ — R.

Alors f est de classe C* et g%’; = gj pour tout j € {1,...,n}.

DEMONSTRATION. On applique la proposition avec £ = R" et F' = R, en iden-
tifiant L(R™,R) avec l'espace M ,(R) des matrices 1 x n (et donc en identifiant la
différentielle d’une fonction en un point avec sa matrice jacobienne en ce point). L’hy-
pothese (ii) dit que Jacy, (u) tend uniformément sur tout compact vers (gi(u), . .., gn(u)).
En notant ®(u) € L(R™,R) lapplication linéaire de matrice (g1(u), ..., gn(u)), cela si-
gnifie que D fi(u) tend vers ®(u) uniformément sur tout compact (donc sur toute
boule fermée puisqu’on est en dimension finie). On peut donc effectivement appliquer
la proposition. ]

COROLLAIRE 4.9. Soit Q un ouvert de R", soit (v;) une suite de fonctions de classe
Cl sur Q, a valeurs réelles. On suppose que

(i) la série Y vy converge simplement sur §);

(ii) pour tout j € {1,...,n} la série Y g%’; converge normalement sur tout com-
pact de 2. ‘
S ) — 9
Alors la fonction f = > vy est de classe C' et % = % pour tout j € {1,...,n}.
k=0 k=0

DEMONSTRATION. On applique la proposition aux sommes partielles f, = Z?:o vy,
en utilisant le fait que la convergence normale d’une série de fonctions entraine sa
convergence uniforme. O

Ezxercice. Enoncer et démontrer une version de ce dernier corollaire pour un evn de
départ E quelconque et des fonctions uy a valeurs dans F.

5. Fonctions de classe C?
5.1. Définitions. Dans ce qui suit, 2 est un ouvert de R".

DEFINITION 5.1. On dit qu’une fonction f : Q — R est deuz fois différentiable en
un point p € Q si f est différentiable au voisinage de p et si ses dérivées partielles
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sont différentiables en p. On dit que f est de classe C? sur Q si f est de classe C*
et si ses dérivées partielles O1f,...,0nf sont elle mémes de classe C1. On note C*(f)
Iensemble des fonctions de classe C* sur Q.

REMARQUE. Ces définitions peuvent se reformuler de maniere “intrinseque”, i.e. sans
faire intervenir les dérivées partielles : (i) f est deux fois différentiable en p si et
seulement si elle est différentiable sur un voisinage V de p et Df =V — L(R",R)
est différentiable de p; (ii) f est de classe C? si et seulement si elle est de classe C' et
Df : Q — L(R™ R) est de classe C'.

DEMONSTRATION. C’est immédiat en identifiant L(R™,R) & M ,(R) = R", et
donc Df a Jacy = (O1f,...,0nf). O

NoOTATIONS. Pour4,j € {1,...,n}, on note 9;0; f ou 8 a - la dérivée partielle “itérée”

0;(0;f) = 8 (af ) (Ces fonctions sont définies en tout point ou f est deux fois

oz
. ;. 02f : o%f
dlfferentlable). Si i = j, on écrit g7 au lieu de 5777

. — . - : *f  0*f 9*f
Remarque. Bien entendu, si n = 2 on emploie plutot les notations 520y Dydr> a2 © et

gf Et de méme si n = 3.
Y2

DEFINITION 5.2. Soit f : Q — R deux fois différentiable en un point p. La différentielle
seconde de f au point p est la forme bilinéaire d*f(p) : R® x R® — R définie par

& f(p)(h,h') = Zaaf ) hill; .

1,j=1
h1 R}
ot on a écrit les vecteurs h,h' € R™ sous la forme h = ( : ) eth' = | :
hn hr
Remarque 1. Notons (eq,...,ey,) la base canonique de R™. Pour i,j € {1,...,n}, on a

d*f(p) (e, e5) = 0:0;f (p) -

Remarque 2. La matrice de la forme bilinéaire d?f(p) dans la base canonique de R”
s’appelle la matrice hessienne de f au point p, et on la notera H(p). Ainsi, on a

&2 "
Hy(p) = (azvaj;j (p)), L
g i,j=1
Ezercice. Pour h,h’ € R", exprimer d>f(p)(h,h') & l'aide de H(p) et du produit
scalaire usuel de R".

ProprosITION 5.3. Si f : Q = R est deux fois différentiable en un point p € Q, alors
la “dérivée directionnelle itérée” OOy f(p) existe pour tous h,h' € R™, et on a

d*f(p)(h, h') = OpO f(p) .-

DEMONSTRATION. Fixons h,h/ € R™.
Comme f est différentiable sur un certain voisinage U de p, on sait que Oy f(u)
existe en tout point u € U, avec

o f( Za f(u
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Comme f est deux fois différentiable en p, toutes les fonctions 9; f sont différentiables
en p. Donc 0y f est différentiable en p, et par conséquent 9y, (9 f)(p) existe avec

on(Ow f)p) = dOwf)p)h

= D W;d(9;f)(p)h
j=1

= > K (Z hi @‘@‘f(p))
j=1 i=1

= &f(p)(h1).
O

5.2. Symétrie des dérivées “croisées”. Le théoreme suivant signifie que I'ordre
dans lequel on effectue des dérivations partielles n’a en fait aucune importance. C’est
un résultat a priori surprenant, et bien entendu fondamental. Dans tout ce qui suit,
) est comme d’habitude un ouvert de R™.

THEOREME 5.4. (théoréme de Schwarz)
Si f € C%(2), alors 9;0;f = 0;0:f pour tous i,j € {1,...,n}.

DEMONSTRATION. L’énoncé ne faisant intervenir que 2 variables a la fois, on peut
se limiter au cas d’une fonction de 2 variables. Autrement dit, on se donne une fonction
f de classe C? sur  C R?, et il s’agit de montrer qu’on a

*f _ &f
0zdy  Oyox

La preuve repose sur le lemme suivant. Rappelons que si R = [a, b] X [c, d] est un
rectangle de R? et si ® : R — R est une fonction continue, alors on a

/ab (/chD(a:,y)dy) da::/ab </cdq>(x,y)dy> dz |

et que la valeur commune de ces deux intégrales itérées est notée |’ R O(x,y) dxdy.

LEMME 5.5. Soient @ et ®3 deux fonctions continues sur Q (a valeurs réelles). On
suppose qu’on a fR Q4 (x,y) dedy = fR O (x,y) dedy pour tout rectangle R C Q). Alors
O = Dy

DEMONSTRATION DU LEMME. Soit ® = ®; — ®1. On a [, ®(z,y) dzdy = 0 pour
tout rectangle R C €, et on veut montrer que ® = 0. Supposons que ce ne soit pas le
cas. Alors on peut par exemple trouver un point pg = (g, y0) € € tel que ®(pgy) > 0.
Soit g tel que 0 < ag < P(pg). Par continuité de ®, on peut trouver § > 0 tels que
lu — polloc <6 = ®(u) > ap (prendre e = ®(py) — ap dans la définition de la
continuité ...). La boule fermée B(py, §) est le carré R = [xg — 6, 20+ 3] X [yo — 0, yo + J].
Par le choix de 4, on a

/ O(x,y) dedy > / oo dxdy = o x (26)* >0,
R R

ce qui contredit I’hypothese faite sur ®.
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On applique le lemme avec ¢ = a‘fgy et g = 8%5; Si R = [a,b] X [¢,d] est un

rectangle contenu dans €2, alors

0% f

d b o af
R@x@ydmdy = /C </a ax<8y(x,y)> dw) dy

d
_ / [gi(b,y)—gi(a,y)] dy
= [f(b,d) = f(b,c)] — [f(a,d) — f(a,c)].

De méme, on trouve
82f B b d b 8f
s tetn = [ ([ (Geew) )
= [f(bv d) - f(a7d)] - [f(bv C) - f(avc)] .

Ainsi, on a fR%dxdy = fR%dxdy pour tout rectangle R C €, et donc

o%f _ 9*f [l
Oxdy ~ Oydx

COROLLAIRE 5.6. Si f € C?(2), alors d? f(p) est une forme bilinéaire symétrique (pour
h1

tout p € ). Pour h = ( :

> € R™, on a donc
hn

0? f 2 0* f
h +2Y ———h;h;.
Z ;axiaxj J

Remarque. On a énoncé le théoréme de Schwarz pour une fonction de classe C2, mais le
résultat est en fait valable sous une hypothése beaucoup plus faible (et plus naturelle) :
on a 0;0; f(p) = 0;0;f(p) des lors que f est deux fois différentiable en un point p. La
preuve de ce résultat étant un peu moins transparente, on a préféré se limiter au cas

C?.

5.3. La formule de Taylor a I’ordre 2. Dans cette section, on étend la formule
de Taylor (théoreme du chapitre [2) au cas des fonctions de plusieurs variables.
Comme on n’a pas parlé de différentiabilité a un ordre supérieur a 2, on ne peut
énoncer cette formule qu’a 'ordre 2. Pour h € R™, on posera

hPl = (h, h).
PROPOSITION 5.7. (formule de Taylor & 'ordre 2)
Soit f € C%(Q). Sip € Q et si h € R™ est tel que [p,p+ h] C Q, alors

1
o+ 1) = f(p) + df () + /0 (1= ) d2f(p + th)h2 dt

La démonstration utilise le lemme suivant.

LEMME 5.8. Soit f € C%(Q), et soient p, h tels que [p,p+h] C Q. On définit  : [0,1] —
R par p(t) = f(p+th). Alors ¢ est de classe C2, et on a

¢'(t) = df (p + th)h,
O"(t) = d>f(p+ th)h! .
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DEMONSTRATION. Comme f est de classe C', la fonction ¢ est C! par composition,
avec ¢/ (t) = df (p+th)h = O, f(p+th). Mais f est en fait C2, donc la fonction g = ), f
est C'. Par conséquent, ¢ est de classe C', autrement dit ¢ est C2, avec

¢'(t) = dOnf)(p+th)h
= 8h8hf(p + th)
= d*f(p +th)h?
d’apres la proposition O
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION [5.7] Il suffit maintenant d’appliquer la for-

mule de Taylor a 'ordre 2 pour les fonctions d’une variable a la fonction ¢ définie dans
le lemme. O

COROLLAIRE 5.9. (développement limité & lordre 2)
Soit f € C%(Q). Pour tout point p € Q, on a le développement limité swivant quand

h—0 (ou || - || est une norme quelconque sur R™) :
1
f(p+h) = f(p) + df (D)h + 5 A () + o([|A]]*)
DEMONSTRATION. On munit par exemple R™ de la norme || - ||oo. Fixons p € Q et

choisissons 7 > 0 tel que B(p, r) C Q.
Par convexité de la boule B(p,r), on a [p,p + h] C Q pour tout h € R™ vérifiant

h1
|h]|co < 7. Pour un tel h = ( : >, la formule de Taylor s’écrit
hn
1
fp+h) = ﬂM+ﬁ@W+/(L%MW@+mMmﬁ
0
= f(p)+df(p)h+/ (1-1) a o (p+ th) hih; | dt.

De plus, comme f est de classe C? on peut écrire
0 f 0 f
8902-8:5]- (p * u) a 8:&856] (p) + ©ij (u) ’

ol g;(u) = 0 quand u — 0. On obtient alors

flp+h) = flp)+dfip h+Zhh Of (p) x /1(1—t)dt+R(h)
P - o= w0 0
1/2

1
= ) +df(p)h+ 5df ()W + R(R),
ou le “reste” R(h) est donné par la formule
1
R(h) = Z |:/0 (1-— t)Eij(th) dt:| hih;j .
ij=1

Quand h tend vers 0, chaque €;5(th) tend vers 0 uniformément sur [0,1] (car th — 0
uniformément), et donc fol(l —t)eij(th)dt — 0. Par conséquent, le terme d’indice (4, j)
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dans la somme précédente est un o(|h;h;|). Comme |h;h;| < ||h|%, on en déduit
R(h) = o(||hll3.),
ce qui termine la démonstration. O

Remarque 1. En fait, on peut montrer que f admet un DL d’ordre 2 au point p en
supposant seulement que f est 2 fois différentiable en p.

Remarque 2. Pour déterminer le développement limité a I'ordre 2 d’une fonction de
plusieurs variables en un point donné, on peut en théorie toujours appliquer la formule
du corollaire précédent ; mais dans la pratique, cela devient rapidement pénible pour
une fonction un peu compliquée, car cela suppose de calculer des dérivées partielles se-
condes. Il est souvent plus rapide de procéder comme pour les fonctions d’une variable,
i.e. en “composant” des DL connus de fonctions d’une variable.

Ezercice. Déterminer le développement limité & l'ordre 2 en (0,0) de la fonction f :
R? — R définie par f(x,y) = cos(x + 3y?) + et =4y






CHAPITRE 4

Extrema

1. Introduction

Soit A une partie d’un evn E, et soit f : A — R. Les deux questions suivantes sont
assurément “naturelles” :

e La fonction f posséde-t-elle un maximum ou un minimum ?
e Si oui, comment comment le calculer, et comment déterminer le ou les points ou
il est atteint 7

Dans ce chapitre, on donne quelques réponses a ces questions. La terminologie
suivante sera constamment utilisée :

DEFINITION 1.1. Soit f: A — R, et soit a € A.

(1) On dit que f posséde
- un maximum global en a siVu e A : f(u) < f(a);
- un maximum local en a st on peut trouver un voisinage ouvert V de
a tel queVu e VN A @ f(u) < f(a);

(2) On définit de méme les notions de minimum global et de minimum local.
(3) On dit que f posséde un extremum (global ou local) en a si f posséde un
mazximum ou un minimum (global ou local) en a.

Remarque 1. Evidemment, tout extremum global est un extremum local.

Remarque 2. Le pluriel de “extremum” n’est pas “extremums” mais “extrema’”. De
méme pour maximum ou minimum.

Ezercice. Dessiner le graphe d’une fonction f : R — R possédant 2 mimina locaux, 3
maxima locaux, 1 minimum global et aucun maximum global.

2. Compacité et existence d’extrema
THEOREME 2.1. Soit A une partie d’un evn E, et soit f : A — R. Pour o € R, notons
{f <a} et {f >a} les ensembles {u € A; f(u) < a} et {ue€ A; f(u) > a}.
(1) SVl existe ap € R tel que {f < ap} # 0 et {f < a} est compact pour tout
a < ag, alors f possede un minimum global.
(2) SVl existe g € R tel que {f > ao} # 0 et {f > a} est compact pour tout
a > ag, alors f possede un mazimum global.

La démonstration repose sur le lemme suivant, trés important par ailleurs.

LEMME 2.2. (théoréme des compacts emboités)
Soit (Ky)nen une suite de parties compactes d’un evn E. On suppose que les Ky,
sont tous non vides, et que la suite (K,) est décroissante (K41 C K, pour tout n).

Alors (,en Kn # 0.

71
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DEMONSTRATION. Choisissons pour tout n un point z, € K,. Comme les x,
appartiennent tous au compact Ky, la suite (x,) possede une sous-suite (z,, )ren qui
converge vers un point a € FE. Sin € N est fixé, alors nx > n pour tout k assez grand,
et donc z,, € K, puisque K,, C K,. Comme K, est fermé dans E et x,, — a, on en
déduit que a € K, pour tout n € N. Ainsi, (), K, # 0.

O

PREUVE DU THEOREME. Il suffit de démontrer (1), car on obtient ensuite (2) en
appliquant (1) & —f. Posons m = infy f € [—o0, +00[ (par convention, m = —oo si f
n’est pas minorée). Par définition de m, il suffit de montrer qu’il existe un point a € A
tel que f(a) < m.

Si ag = m, il n’y a rien a démontrer. Si ag > m, choisissons une suite décroissante
de nombres réels (o, )n>1 telle que m < a, < ag pour tout n et a,, — m. Par définition
de m, les ensembles K,, = {f < a,,} sont tous non vides. De plus, les K, sont compacts
par hypothese, et la suite (K,) est décroissante puisque la suite (ay,) Uest. D’apres le
théoreme des compacts emboités, on a donc (), Kn # 0; soit a € N, K. On a
f(a) < ay, pour tout n, donc f(a) < m puisque «;,, — m. O

COROLLAIRE 2.3. Supposons f continue. S’il existe g € R tel que {f < ap} est non-
vide et compact, alors f possede un minimum global. De méme, s’il existe ag € R tel
que {f > ag} est non-vide et compact, alors f posséde un mazimum global.

DEMONSTRATION. Par continuité de f, tous les ensembles {f < a} pour a < «ap

sont fermés dans le compact {f < ap}, donc compacts.
O

COROLLAIRE 2.4. Si K est un compact d’un evn E, alors toute fonction continue sur
K posséde un mazimum et un minimum (globauz).

DEMONSTRATION. Par continuité de f, tous les ensembles {f < a} sont fermés
dans K, donc compacts; et il y en a certainement un qui est non-vide. ]

COROLLAIRE 2.5. Soit E un evn de dimension finie, et soit M un fermé de E. Si
[+ M — R est continue et vérifie limj,| o0 f(2) = +00, alors f possede un minimum
global.

DEMONSTRATION. Si a € R, alors {f < a} est un fermé de M par continuité de f,
donc un fermé de £ car M est fermé; et {f < a} est également borné par hypothese
sur f. Donc {f < a} est compact pour tout o € R car F est de dimension finie. O

Exemple. Soit X est un evn, et soit £ C X est un sous-espace de dimension finie.
En appliquant ce dernier corollaire avec M = E et f(u) = ||u — al|, on obtient le
résultat suivant : pour tout a € X, il existe au moins un point p € E tel que ||p—al| =
dist (a, E) := inf{|lu — a||; u € E}.

3. Conditions sur les différentielles premiere et seconde

3.1. Fonctions d’une variable. Le lemme suivant est tres élémentaire, mais
néammoins fort important.

LEMME 3.1. Soit I un intervalle de R, et soit ¢ : [ — R.

(1) Si e admet un extremum local en un point a intérieur a I et si ¢ est dérivable
en a, alors ¢'(a) = 0.

(2) Soit a € I tel que ¢ est deus fois dérivable en a.
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(i) Si ¢ admet un mazimum local en a, alors ¢"(a) < 0.
(ii) Si @ admet un minimum local en a, alors ¢"(a) > 0.

3) Soit toujours a € I tel que p est deux fois dérivable en a.
¥
(i) Si ¢'(a) =0 et ¢"(a) <0, alors ¢ admet un mazimum local en a.
(i) Si¢'(a) =0 et ¢"(a) >0, alors ¢ admet un minimum local en a.

Remarque 1. Dans (1), on ne peut pas conclure que ¢’(a) = 0 si a n’est pas intérieur
a I, i.e. siaest une des extrémités de l'intervalle I. Par exemple, la fonction ¢ définie
sur [0, 1] par ¢(t) = t posséde un minimum (global) en ¢ = 0 et un maximum en ¢t = 1,
mais ¢’ ne s’annule jamais.

Remarque 2. La condition ¢'(a) = 0 et les conditions (i) et/ou (ii) de (2) ne suffisent
pas & assurer l'existence d’un extremum local. Par exemple, ¢(t) = t3 ne possede pas
d’extremum local, et cependant ¢'(0) =0 et ¢”(0) = 0.

Remarque 3. Sous les hypotheses de (3), la fonction ¢ ne possede pas nécessairement
de maximum ou de minimum global en a. Par exemple, si ¢ : R — R est définie par
o(t) = t3 + 12, alors ¢'(0) = 0 et ¢”(0) = 2 > 0, mais ¢ ne posseéde pas de minimum
global car elle n’est méme pas minorée (elle tend vers —oo en —oo). D’autre part, les
hypotheses de (3) ne sont pas nécessaires pour avoir un extremum local. Par exemple,
¢(t) = t* posséde un minimum (global) en 0 mais ¢”(t) = 0.

DEMONSTRATION DU LEMME. (1) Supposons par exemple que ¢ posséde un maxi-
mum local en a. Comme a € IO, on peut alors trouver § > 0 tel que Ja — d,a + d[C I et
o(t) < p(a) pour tout t €a — d,a + 4[. alors p(a + h) et p(a — h) sont définis pour
tout h vérifiant 0 < h < 4§, et on a

plath)—vla) ,_pla—h)—ela)
h = —h ’

d’ol ¢'(a) <0 < ¢'(a) en faisant tendre h vers 0F.
(2) Supposons que a posséde un extremum local en a. Alors ¢'(a) = 0 par (1), donc
le développement limité & 'ordre 2 de ¢ au point a s’écrit

2

ola+h) =¢(a)+0+ %tp”(a) + o(h?).

On en déduit
. wla+h)—p(a)
¢ =2 fim T

Si ¢ possede un maximum local en a, le quotient du membre de droite est négatif ou
nul pour h assez petit, et donc ¢”(a) < 0; et de méme, on obtient ¢”(a) > 0 si ¢
possede un minimum local en a.

(3) Supposons que ¢'(a) = 0. D’apres la preuve de (2), on a alors

. pla+h) —p(a) _ 1Ly,
e )

Si ¢"(a) < 0, on en déduit qu’on a W < 0 pour h suffisamment proche de 0,

ie. ¢(t) < ¢(a) pour t # a suffisamment proche de a : la fonction ¢ possede donc un
maximum local en a. De méme, ¢ posséde un minimum local en a si ¢”(a) >0. O



74 4. EXTREMA

3.2. Condition du premier ordre. Le résultat suivant est la généralisation
“évidente” de la partie (1) du lemme

THEOREME 3.2. Soit A une partie d'un evn E, et soit f : A — R. Si f admet un

extremum local en un point a intérieur a A et si f est différentiable en a, alors df (a) =
0.

DEMONSTRATION. Comme a € fol, on peut fixer r > 0 tel que B(a,r) C A.

Soit h € E quelconque, et choisissons § > 0 tel que § x ||| < r. Alors p(t) =
f(a+th) est bien défini pour ¢ €] — 4, [ (car ||th| < r) et la fonction ¢ est dérivable
en 0 par composition, avec ¢’'(0) = df (a)h. De plus, ¢ posséde un extremum local en
0 par hypothese sur f, et donc ¢'(0) = 0 d’apres le lemme Ainsi, on a df(a)h =0
pour tout h € E. O

Remarque 1. Un point pour lequel df(a) = 0 s’appelle un point critique pour la
fonction f. On a donc montré que tout extremum local pour une fonction f définie et
différentiable sur un ouvert de E est un point critique pour f.

Remarque 2. Si E = R", la condition df (a) = 0 équivaut au systéme de n équations
0 0

EXEMPLE. Soit H un espace euclidien, et soit E un sous-espace vectoriel de H. Soit
aussi a € H. D’apres le corollaire[2.5] on sait qu’il existe au moins un point p € F tel que
lp—al| = dist(a, E). Si on introduit la fonction f : E — R définie par f(u) = ||u—al?,
cela signifie que f posséde un minimum (global).

Comme le produit scalaire est une application bilinéaire continue, la fonction @ :
H — R définie par ®(z) = [|z]|> = (x,z) est différentiable sur H avec D®(z)h =
(x,h) + (h,z) = 2(z, h) ; donc f est différentiable sur E avec df (p)h = 2(u — a, h) pour
tous p,h € F.

Les points critiques de f sont les points p € E tels que (p — a,h) = 0 pour tout
h € E. Il y a au plus 1 point p € E vérifiant cette propriété : en effet si p et p’ sont
deux tels points, alors (p — p', h)(p — a,h) — (a — p/, h) = 0 pour tout h € E et donc
lp— p'||? = 0 en prenant h = p — p’. Mais on sait également qu’il y a au moins 1 point
critique pour f puisque f possede un minimum. En conclusion, on a montré le résultat
suivant : il existe un unique point p € E tel (p —a) L E, et ce point est également
Dunique point de E tel que ||p — a|| = dist (a, F). On a bien str reconnu le projeté
orthogonal de a sur F. Ce que dit cet exemple est que le calcul différentiel permet
de prouver I’existence du projeté orthogonal.

Ezercice. Montrer directement qu’on a (p—a) L E si et seulement si ||p—a| < |Ju—al|
pour tout v € F.

3.3. Conditions du deuxiéme ordre. Dans cette section, on va démontrer
I’analogue des parties (2) et (3) du lemme 3.1) pour les fonctions de plusieurs variables.

3.3.1. Formes bilinéaires positives, matrices positives.

DEFINITION 3.3. On dit qu’une forme bilinéaire symétrique B : R™ x R® — R est
positive si on a B(h,h) > 0 pour tout h € R™, et que B est définie positive si on a
B(h,h) > 0 pour tout h # 0. On dit qu’une matrice M € M, (R) est positive ou définie
positive si M est symétrique et si la forme bilinéaire B définie par B(h,h') = (Mh,h')
est positive ou définie positive (ot on a noté ( , ) le produit scalaire usuel sur R™).
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Remarque 1. On définit de méme les formes bilinéaires négatives et les matrices
négatives. Evidemment, B ou M est négative si et seulement si —B ou —M est positive.

Remarque 2. En utilisant la formule de changement de base pour les formes bilinéaires
(“M’ ='PMP”), on vérifie facilement les équivalences suivantes pour une forme bi-
linéaire symétrique B : R" x R™ — R :

B est positive <= sa matrice dans toute base de R"™ est positive
<= sa matrice dans la base canonique est positive

<= sa matrice dans au moins une base de R" est positive

et les mémes équivalences en remplacant “positive” par “définie positive”.

Le théoreme suivant est bien connu et trés important :

THEOREME 3.4. Si M € M,(R) est une matrice symétrique, alors M est diagonalisable
en base orthonormée. La matrice M est positve si et seulement si toutes ses valeurs
propres sont positives, et définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres
sont strictement positives.

DEMONSTRATION. En identifiant une matrice & une application linéaire, il s’agit
de démontrer le résultat suivant : si E est un espace euclidien et si M € L(E) est
un endomorphisme auto-adjoint, i.e. (Mx,y) = (x, My) pour tous x,y € E, alors il
existe une base orthonormée de E formée de vecteurs propres pour M. On va le faire
par récurrence sur n = dim(FE).

Pour n = 1, le résultat est évident. Supposons le résultat établi pour tous les espaces
euclidiens de dimension k < n, et soit M € L(F) auto-adjoint, avec dim(F) = n + 1.
Admettons provisoirement avoir démontré que M possede au moins une valeur propre
réelle \g, et posons Fy = ker(M — A\gld). Si Ey = E, alors M = A\gld et il n’y a rien
& démontrer. Si Ey # E, alors dim(Ep) < dim(E), et on a aussi dim (Ey) < dim(E)
puisque Ey # {0}. Le sous-espace Ey est évidemment stable par M (i.e. M(Ey) C
Ey), et Ej est également stable par M car M est auto-adjoint (ezercice). D’apres
I’hypotheése de récurrence appliquée a Ej et a Eé‘, les restrictions de M a Ej et a Ed-
sont diagonalisables en base orthonormée; et comme E = Ey ® EOL, on obtient une
base orthonormée de M en mettant bout a bout deux bases de diagonalisation pour
Mg, et pour M, o Ainsi, on voit qu'il suffit de démontrer que M possede au moins
une valeur propre réelle.

Soit \g = sup{(Mz,x); v € Sg}, ou Sg = {z € E; ||z|| = 1}. Comme Sg est un
fermé borné de E, donc un compact (car dim(E) < oo), on peut trouver xg € Sg tel
que (Mzg,x0) = Ag. Soit B : E x E — R la forme bilinéaire définie par
Comme M est autoadjoint, B est symétrique. De plus, B est également positive par
définition de \g. En effet, si x € Sg, alors B(z,x) = M\o||z||>— (M=, z) = \g— (M=, z) >
0; et on en déduit qu’on a B(u,u) > 0 pour tout u € E en appliquant cela & = = ﬁ
D’apres l’inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a B, on a donc

0 < B(z,y)* < B(z,z) B(y,y)
pour tous z,y € E. Mais par le choix de zg, on a B(xg,xg) = A\g — (Mxg,x9) = 0. On
en déduit B(xg,y) = 0, autrement dit

<Mx0 - A07y> =0
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pour tout y € E. Ainsi, Mxg — A\oxg est orthogonal a tous les vecteurs de F, et donc
Mzo — Mxg = 0. Donc xg est un vecteur propre pour My avec pour valeur propre
associée \g.

Notons Ag,..., A, les valeurs propres de M (répétées selon leur multiplicité), et
soit (f1,..., fn) une base orthonormée de vecteurs propres pour M, avec M f; = \;e;.
Siz=>1xzfi € E, alors Mx = )] \iz; fi et donc (par orthonormalité)

(Mz,z) = Zx\lez .
i=1

On en déduit tres facilement que M est positive si et seulement si les valeurs propres \;
sont toutes positives, et définie positive si et seulement si les A; sont toutes strictement
positives.

0

COROLLAIRE 3.5. (cas des matrices 2 x 2)
Une matrice symétrique M € Ma(R) est positive si et seulement si det(M) > 0 et
tr(M) > 0, et définie positive si et seulement si det(M) > 0 et tr(M) > 0.

DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme, il est clair que si M est positive alors
det(M) > 0 et tr(M) > 0, puisque det(M) est le produit des valeurs propres de M et
tr(M) est la somme des valeurs propres.. Inversement, si det(M) > 0 alors les deux
valeurs propres de M sont de méme signe (au sens large), et si de plus tr(M) > 0 ce
signe doit étre positif. Le raisonnement est identique dans le cas “défini positif”. [

Remarque 1. En changeant M en —M et en remarquant que det(—M) = det(M) car
la dimension est paire (!), on voit qu'une matrice symétrique M € My (R) est négative
si et seulement si det(M) > 0 et tr(M) < 0; et définie négative si et seulement si
det(M) > 0 et tr(M) < 0.

Remarque 2. Ces résultats ne sont valables que pour des matrices 2 x 2!
Ezercice. Trouver une matrice symétrique M de taille 3 qui vérifie det(M) > 0 et
tr(M) > 0, mais qui ne soit ni positive ni négative.

COROLLAIRE 3.6. Soit M = une matrice symétriqgue 2 x 2. Alors M est

a b
b d)
définie positive si et seulement sia > 0 et det(M) > 0; et M est définie négative si et
seulement si a < 0 et det(M) > 0.

DEMONSTRATION. Comme plus haut, le cas “défini négatif” s’obtient en changeant
M en —M.

Si M est définie positive alors det(M) > 0 et a = (Mey, e;) > 0. Inversement, si
det(M) > 0, alors les 2 valeurs propres de M sont non nulles et de méme signe, donc
M est soit définie positive, soit définie négative. Comme ac — b? > 0, on voit que a et
c sont de méme signe, et donc tous les deux strictement positifs puisque a > 0. On a
donc tr(M) =a+ ¢ > 0, et donc M est définie positive. O

Remarque. Ce dernier résultat concerne uniquement les matrices définies positives ou
b . .

Z d) est positive s1 et

0

seulement si a > 0 et det M > 0. Par exemple, la matrice M = (0 _01) n’est pas

négatives. Il n’est pas vrai en général qu’'une matrice M = (

positive, et pourtant a = 0 et det(M) = 0.
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L’inconvénient “pratique” du théoreme [3.4]est qu’au dela de la dimension 2 ou 3, il
est souvent tres difficile de déterminer les valeurs propres d’une matrice. La proposition
suivante (qui est une généralisation naturelle du corollaire donne un moyen de
vérifier qu’une matrice symétrique est définie positive sans avoir a trouver ses valeurs
propres.

PROPOSITION 3.7. Soit M = (a;;);;—; une matrice symétrique réelle. Pour k €
{1,...,n}, posons Ay = det(aij)ﬁjzl. Alors M est définie positive si et seulement

si tous les “mineurs principauz” A1, ..., A, sont strictement positifs.

DEMONSTRATION. Notons B la forme bilinéaire symétrique associée a M, i.e.
B(h,h') = (Mh,h'). Notons aussi (e1,...,e,) la base canonique de R", et pour k €
{1,...,n}, posons Ej = vect(ey,...,er). Alors la matrice M = (aij)f,j:1 est la ma-
trice de la restriction de B a Ej, x Ej dans la base (e, ...,ex), et elle est donc définie
positive si B est définie positive. Par conséquent, tous les A, = det(M}) doivent étre
strictement positifs si M est définie positive.

Pour la réciproque, on procede par récurrence sur n, le résultat étant évident pour
n = 1. Supposons avoir établi la propriété voulue pour un certain n > 1, et soit

M = (aij)?j:ll une matrice symétrique de taille n + 1 dont tous les mineurs principaux

sont strictement positifs. On notera comme plus haut B la forme bilinéaire symétrique
associée & M. Soit également (eq,...,e,+1) la base canonique de R" ™!, et soit E, =
vect(er, ..., en).

On remarque d’abord que la matrice de la restriction de B a E, X E, est M, =
(aij)ij=1, donc Big, « g, est définie positive par hypothese de récurrence.

Choisissons maintenant un vecteur f € R" ™1\ {0} tel que f L vect(Mey, ..., Mey,).
Alors B(f,u) = (M f,u) = (f, Mu) = 0 pour tout u € E,, et comme Bg, «p, est
définie positive et f # 0, on en déduit que f ¢ E,. Par conséquent, (e1, ..., e, f) est
une base de R+,

Par le choix de f, la matrice de B dans la base (e, ..., ey, f) est

= 2)
0 «

ouna = (Mf,f). De plus a est strictement positif. En effet, d’apres la formule de chan-
gement de base pour les formes bilinéaires, on sait qu’il existe une matrice inversible
P telle que M’ =*PMP. On a donc det(M') = det(P)? det(M) = det(P)*A,41 > 0,
d’ott @ > 0 puisque det(M') = «a x det(M,,) et det(M,,) = A,, > 0.

Si maintenant h est un vecteur quelconque de R™*!, on peut écrire h = u + \f
avec u € E, et A € R, et comme B(f,u) =0 = B(u, f) on en déduit

B(h,h) = B(u,u)+ N\B(f, f)

B(u,u) + Ma.
Comme u ou A est non-nul si h # 0 et comme Bjg, «p, est définie positive, on voit
donc qu'on a B(h,h) > 0 si h # 0. Ainsi, B est définie positive. O

COROLLAIRE 3.8. Avec les notations précédentes, la matrice M est définie négative si
et seulement si tous les Ay pour k impair sont strictement négatifs et tous les Ay pour
k pair sont strictement positifs.

DEMONSTRATION. C’est immédiat en appliquant la proposition & —M, puisque
Ap(—=M) = (=1)*A(M) pour tout k. O
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3.3.2. Extrema et différentielle seconde. Les deux théoréemes suivants donnent des
conditions nécessaires et des conditions suffisantes pour l'existence d’extrema locaux
portant sur la différentielle seconde. Ce sont les géralisations naturelles des parties (2)

et (3) du lemme
THEOREME 3.9. Soit Q un ouvert de R™, et soit f € C*(2).

(1) Si f posséde un minimum local en un point a € 2, alors d?f(a) est positive ;
autrement dit la matrice hessienne Hy(a) est positive.

(2) Si f posséde un mazimum local en un point a € §2, alors Hy(a) est négative.

DEMONSTRATION. Il suffit évidemment de démontrer (1). Supposons que f possede
un minimum local en a, et fixons h € R™ quelconque. Alors la fonction ¢ définie par
©(t) = f(a+th) est de classe C? au voisinage de 0 avec ¢ (t) = d?f(a+th)hP (voir le
lemme du chapitre [3)) et ¢ possede un minimum local en ¢ = 0. D’apres le lemme
on a donc ¢”(0) > 0, autrement dit d?f(a)(h,h) > 0. O

THEOREME 3.10. Soit Q un ouvert de R™, et soit f € C*(). Soit également a € Q.
(1) Si df(a) = 0 et si d®f(a) est définie positive, alors f posséde un minimum
local en a.
(2) Sidf(a) = 0 et si d®f(a) est définie positive, alors f posséde un minimum
local en a.

La démonstration utilise le lemme suivant.

LEMME 3.11. Soit B : R™ x R™ — R une forme bilinéaire symétrique définie positive,
et soit || - || une norme quelconque sur R™. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que
Vh € R™ : B(h,h) > c|h|].

DEMONSTRATION. Soit S = {h € R"; ||h|| = 1}. Par définition, S est une partie
fermée bornée de R™, donc un compact. Comme la forme bilinéaire B est continue (on
est en dimension finie), la fonction f : S — R définie par f(u) = B(u,u) est continue
et possede donc un minimum global; et comme B(u,u) > 0 pour tout u # 0, on en

déduit que ¢ = inf{B(u,u); ||u| = 1} est strictement positif. Si maintenant h € R"
est quelconque, h # 0, on a B (ﬁ, ”hT”> > ¢ par définition de ¢, d’out B(h, h) > c||h|?
par bilinéarité ; et ceci est évidemment encore vrai pour h = 0. g

PREUVE DU THEOREME [3.10l Bien entendu, on se contente de démontrer (1) ; sup-
posons donc que a soit un point critique de f et que d?f(a) soit définie positive.

Soit || - || une norme quelconque sur R™. Comme df (a) = 0, le développement limité
a Pordre 2 de f au point a s’écrit

flath) = fla) + 5 & f(@)h + R(R)

ot R(h) = o(||]]?).

D’apres le lemme on peut trouver une constante ¢ > 0 telle que d2f (a)hm >
c||h]|? pour tout h € R™; et par définition d'un “o”, peut choisir § > 0 tel que ||h| <
§ = |R(h)| < (c/4)||h]|*. On a alors

L2 ran® CnlE = SpniE = S in)?
S P@h? RG> &R Snl =
pour tout h vérifiant ||h|| < d, et donc

Vu e B(a,d) : f(u) > f(a)+ 7 u—alP > f(a).
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Ainsi, f posséde un minimum local en a. O

Remarque. Sous ’hypothese de (1), on a en fait montré que f posséde un minimum
local strict au point a, i.e. f(u) > f(a) pour tout u # a suffisamment proche de a.

Exercice. Déterminer les extrema locaux de la fonction f : R? — R définie par f(z,y) =
at +yt — (x4 y)*

4. Le cas des fonctions convexes

Les fonctions convexes et concaves d’une variable ont été définies au chapitre[2] En
fait, la définition a un sens dans un cadre beaucoup plus général :

DEFINITION 4.1. Soit C' une partie convexe d’un espace vectoriel E. Une fonction
f:C — R est dite convexe sur C' si

(4.1) Vu,v € CVYA€[0,1] @ f((L=Nu+v) < (1—=X)f(u)+Af(v).
La fonction f est dite concave si —f est convexe; autrement dit, si ’inégalité est

mversée dans .

Exemple 1. Soit I un intervalle de R et soit ¢ : I — R une fonction continue sur [
et dérivable au moins sur 1. Alors ¢ est convexe si et seulement si ¢’ est croissante.
Donc, une fonction ¢ continue sur I et deux fois dérivable au moins sur I est convexe
si et seulement si ¢” > 0.

Cas particuliers. La fonction t — t* est convexe sur [0,00[ si @ > 1, et concave
si a € [0,1]. La fonction exponentielle est convexe sur R et la fonction logarithme est
concave sur |0, col.

Exemple 2. Soit E un evn. Pour tout a € E, la fonction u +— ||u — al| est convexe sur
E. En particulier, la fonction u — ||u|| est convexe.

DEMONSTRATION. Posons f(u) = ||u—al|. Siu,v € E et X € [0, 1] alors, en écrivant
a = (1— \)a+ Aa, on obtient
S =Nu+ ) = |(
=
It
= (1

— Nu+ v —all

A (u—a)+ Av—a)l|
Au—al + [[A(v = a)||
— AN f(u) +Af(v).

1
1
1

IA

O

Les fonctions convexes possedent des propriétés de “stabilité” intéressantes et
utiles, qui se vérifient sans difficulté en écrivant la définition :

Ezercice. (propriétés de stabilité)
e La somme de deux fonctions convexes est convexe.
e Si f est une fonction convexe, alors af est convexe pour tout o > 0.
e Si f:(C — R est convexe et si ¢ : I — R est une fonction convexe croissante

sur un intervalle I contenant f(C), alors ¢ o f est convexe.

Le lemme suivant est presque évident, mais trés important car il permet de se
ramener a étudier des fonctions convexes d’une variable.
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LEMME 4.2. Soit C une partie convexe d’un espace vectoriel EE. Pour une fonction
f:C —= R, les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) f est convere sur C ;
(ii) pour tout x € C et pour tout h € E tel que x+h € C, la fonction t — f(x+th)
est conveze sur [0, 1].

DEMONSTRATION. Supposons f convexe et fixons x,h comme dans (ii). Notons
@g.n la fonction t — f(z + th). On a p,u(t) = f(7(t)), oit ¥(t) = a + th est une
fonction affine, i.e. vérifiant v((1 — A)s + At) = (1 — \)y(s) + A\y(¢t) pour s,t € [0,1] et
0 <\ <1 (exercice). On a donc

pan((1=AN)s+At) = f((1=A)y(s) + (1))
< (1= M) + A )
= (1 - A)Soa:,h( ) + )‘(Px,h( )

pour tous s,t € [0,1] et 0 < X < 1, ce qui prouve que g, j, est convexe.
Inversement, en appliquant (ii) avec x = w et h = v — u et en écrivant A\ =
(I =X)x0+ A x 1, on obtient

f((I=XNu+ ) = flut+Av—u))

Puv—u(N)

< (I- )‘)‘Pu,vfu(o) + )‘Spu,va(l)
= (1=XNf(w)+Af(v)

pour tout A € [0, 1], d’ou la convexité de f.

O

En appliquant ce lemme et les criteres de convexité pour les fonctions d’une variable
rappelés dans ’exemple 1, on obtient les résultats suivants.

PROPOSITION 4.3. Soit Q un ouvert convere d’un evn E, et soit f: ) — R.

(1) On suppose que f est différentiable sur Q. Alors f est convexe sur § si et
seulement si

(4.2) Vu,v € Q = (df (v) —df (u))(v —u) > 0.

(2) On suppose que 2 est un ouvert de R" et que f est de classe C>. Alors f est
convere si et seulement si d*f(u) est positive pour tout u € €.

Remarque. Si 2 est un ouvert de R™, la condition (4.2) s’écrit
(Vf(v) =V f(u),v—u)>0.

PREUVE DE LA PROPOSITION. Pour z € Q et h € E tel que z + h € €0, on notera
Yz [0,1] = R la fonction définie par ¢, (t) = f(z + th). D’apres le lemme f
est convexe si et seulement si toutes les fonctions ¢, 5, le sont.

(1) Comme f est différentiable, les fonctions ¢, sont dérivables sur [0,1] avec
@, n(t) = df (x+th)h. Si f est convexe, alors les ¢/ , sont croissantes et donc ¢, (1) >
cpwh(O), autrement dit (df (x + h) — df (z))h > 0 pour tous z, h tels que z,z + h E Q
En prenant x = u et h = v — u, on obtient donc . Inversement, supposons

vérifiée. Si s,t € [0,1] alors, en appliquant (4.2] . avec u = x +sh et v=ux+ th on
obtient (df(:n +th) — df (x + sh))((t — s)h) > 0, autrement dit

(t =) x (Do n(t) = Do p(s) 20,
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pour tous s,t € [0,1]. Ainsi, ¢, ,(¢) — ¢;7h(s) est toujours du signe de t — s, ce qui
signifie exactement que toutes les fonctions ‘P;:,h sont croissantes, et donc que f est
convexe.

(2) Comme f est C?, toutes les fonctions ¢, , sont de classe C%, avec Ppn(t) =
df(z + th)hPl. On en déduit immédiatement que si d?f(u) est positive pour tout
u € §2, alors toutes les fonctions ©z,n sont convexes. Inversement supposons que toutes
les ¢, , soient convexes. Siu € € et si h € R" est quelconque, on peut trouver J > 0 tel
que u-+6h € Q. Comme ¢, 51, est convexe, on a d? f(u)(5h)? = @ sn(0) > 0, autrement
dit 62 x d>f(u)h!¥ > 0 et donc d?f(u)h? > 0. Comme h € R™ est quelconque, cela
montre que d?f(u) est positive, pour tout u € Q. O

Ce qu’on a raconté pour le moment sur les fonctions convexes n’a pas grand chose
a voir avec les extrema. Ce n’est pas le cas de la proposition suivante.

PROPOSITION 4.4. Soit ) un ouvert convexe d’un evn E et soit f : 2 — R une fonction
convexe différentiable. Alors, pour tout a € Q et pour tout h € E tel que a+h € 2, on
a

(4.3) fla+h) = f(a) + df(a)h.

DEMONSTRATION. Comme toujours, on regarde la fonction ¢ = ¢, : [0,1] = R
définie par ¢(t) = f(a + th). D’aprés le lemme ¢ est convexe et dérivable, avec
¢'(t) = df (a + th)h. Le graphe de ¢ est donc “au dessus de toutes ses tangentes” ; et
en particulier, on a p(1) — ¢(0) > ¢'(0) x (1 — 0), autrement dit f(a + h) — f(a) >
¢'(0) = df (a)h. O
COROLLAIRE 4.5. Si f : Q@ — R est convexe différentiable et si a € ) est un point
critique de f, alors f posséde un minimum global en a.

DEMONSTRATION. C’est évident d’apres la proposition. ]

Exercice 1. La réciproque de la proposition [f.4]est-elle vraie ? Autrement dit, la validité
de (4.3)) entraine-t-elle la convexité de f 7

Ezercice 2. Que peut-on dire d’une fonction convexe f : Q) — R admettant un maxi-
mum local en un point de 27
Pour conclure cette section, voici un “exemple récapitulatif”.

Exemple. Soit E un espace préhilbertien, i.e. un evn dont la norme dérive d’un
produit scalaire (on ne suppose pas que E est de dimension finie). Si ay,...,a, € F,
il existe un unique point v € E minimisant la quantité |[u — a1 ||* + - + |lu — an||? :
c’est l'isobarycentre des points aq, ..., Gy,.

DEMONSTRATION. La fonction f : E — R définie par f(u) = D7 lu — a;||* est
convexe car c’est une somme de carrés de fonctions convexes (cf les propriétés de
stabilité). De plus, f est différentiable sur E avec

df (u)h =2 Z(u —a;,h).
i=1

On a donc df (u) = 0 si et seulement si Y ;'(u — a;, h) = 0 pour tout h € E, autrement
dit Y 7 (u — a;) = 0. Cette équation posséde une unique solution :

n
1
UZ*E a;,
n
=1
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c’est-a-dire l'isobarycentre des points aq,...,a,. Ainsi, f possede un unique point
critique, et d’apres le corollaire précédent on sait que f admet un minimum global en
U. ]

5. Extrema liés

Dans cette section, on considere des problemes du type suivant. Soit f : R" — R, et

soient C'q, ..., ), des fonctions a valeurs réelles définies sur R”. Le probleme consiste
a maximiser ou minimiser f(z) “sous les contraintes Ci(x) = 0,...,Cp(z) = 0.
Autrement dit, en posant ¥ = {z € R"; Ci(z) = --- = Cp(z) = 0}, il s’agit de

déterminer les extrema de la fonction f|x;, restriction de f a I'ensemble 3.

5.1. Le “théoréme des extrema liés”, et quelques exemples. Bien que cela
ne soit pas immédiatement apparent, le résultat suivant est I’analogue du théoreme
.2l

THEOREME 5.1. (théoréme des extrema liés)

Soit ) un ouvert de R™, et soient C,...,Cy, des fonctions a valeurs réelles définies
sur Q, de classe C' dans Q. On pose
L={xeQ; Ci(x) == Cplx) =0}.

Soit également f : R™ — R, différentiable en tout point de . Enfin, soit a € X. On
suppose que
® fix posséde un extremum local en a et de plus a € Q;

e les vecteurs VCi(a),...,VCp(a) sont linéairement indépendants.
Alors V f(a) est combinaison linéaires de VCi(a),...,VCp(a). Autrement dit, il existe
m nombres réels A, ..., Am, qu’on appelle des multiplicateurs de Lagrange, tels que

Vf(a) = )\1VC’1 (CL) —+ -+ )\mVCm(a) ;

ce qui s’écrit encore
df(a) =Y NidCi(a).
i=1

Lorsqu’il n’y a qu'une seule “fonction contrainte” C, le théoréeme prend la forme
suivante :

COROLLAIRE 5.2. Soit  un ouvert de R™, et soit C : Q — R, de classe C' dans Q.
On pose X = {z € Q; C(x) = 0}. Soit également f : R"* — R différentiable dans Q, et
soit a € ¥. On suppose que

® fis posséde un extremum local en a et a € §);
aC
ox;

o (a) # 0 pour au moins un j € {1,...,n}.
J

Alors il existe un nombre réel X tel que df (a) = AdC(a), ce qui s’écrit

IL(a) = X % (a)

IL(a) = X % (a)

Remarque. Dans le théoreme des extrema liés, il suffit évidemment de supposer que f
est définie sur €.

On va donner plus bas deux démonstrations du théoreme des extrema liés. Pour le
moment, voici quelques exemples d’utilisation.
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Exemple 1. On veut construire une boite en carton parallelépipedique sans couvercle
de volume 4 litres, en utilisant le moins de carton possible. Il s’agit de déterminer les
dimensions de la boite.

Notons z, y et z les dimensions de la boite, exprimés en dm (ce qui est naturel
puisqu’un litre vaut 1dm?), z étant la “hauteur”. Bien entendu z,y et z doivent étre
positifs. Comme la boite n’a pas de couvercle, la surface de carton utilisé est égale a
xy + 2xz + 2yz. Le volume vaut xyz, et doit étre égal a 4. Il s’agit donc de minimiser
la fonction f(z,y,2) = xy + 2xz + 2yz sur 'ensemble

Y ={(z,y,2) €R* >0,y >0,y >0 et zyz = 4} .
En posant = {(z,y,2); @ > 0,y > 0,2 > 0} et C(z,y,2) = zyz — 4, on a
Y ={(z,y,2) € Q; C(z,y,2) = 0}. De plus, tous les points de ¥ appartiennent en fait

a  car la contrainte impose zyz # 0.
Admettons provisoirement que la fonction f possede un minimum global sur 3,

atteint en un point (a,b,c). Comme (a,b,c) € Q et VC(a,b,c) = (3%) # 0, on

peut appliquer le théoreme des extrema liés : il existe un multiplicateur A tel que
Vf(a,b,c) =AVC(a,b,c), ce qui s’écrit

b+ 2c= A\bc
a+2c= MNac
2a +2b= \ab

En multipliant la premiere équation par a, la deuxieme par b et la troisieme par c,
on obtient Aabc = ab + 2ac = ab + 2bc = 2ac + 2bc. On en tire ac = be et ab = 2ac,
autrement dit @ = b et b = 2¢. Comme de plus abc = 4, on en déduit ¢3 = 1, d’ou
finalement ¢ = 1 et @ = b = 2. Ainsi la boite a une base carrée de 20cm de coté et une
hauteur de 10cm.

Montrons maintenent que la fonction f posséde effectivement un minimum global
sur Y. D’apres le théoreme il suffit de vérifier que pour tout a € R, I’ensemble
{f <a} ={(z,y,2) € Z; f(x,y,2) < a} est compact. On a visiblement {f < a} =)
si a < 0, donc on peut suposer o > 0. Comme X est un fermé de R3 et comme f est
continue, {f < a} est un fermé de R3. Si (z,y, 2) € {f < a}, alors 2y < a et xyz = 4,
donc z > 4/ ; mais on a aussi 2rz < «, donc z < a?/8 (et bien sir x > 0). De méme,
on trouve 0 <y < a?/8 et 0 < 2 < a?/16. Ainsi {f < a} est une partie bornée de R3.
Au total, {f < a} est bien compact.

Exemple 2. Diagonalisation des matrices symétriques réelles.

Soit M € M,(R) une matrice symétrique, et soit ¥ = {x € R"; |[z] = 1},
ou || - || est la norme euclidienne. Comme ¥ est un fermé borné de R", donc un
compact, on peut trouver un point a € ¥ qui maximise f(z) = (Mx, z) sur X.. Comme
¥ = {x € R% C(z) = 0} avec C(z) = ||z||> — 1 et comme VC(a) = 2a # 0 (car
la]] = 1), on peut appliquer le théoréme des extrema liés a f et C' (avec Q = R") :
il existe un “multiplicateur” A € R tel que Vf(a) = AVC(a) = 2Xa. Mais df (x)h =
(Mx,hy + (Mh,z) = 2(Mz,h), donc Vf(x) = 2Mz pour tout x € R™. On obtient
donc Ma = Aa, ce qui prouve que A est une valeur propre de M et a un vecteur propre
associé. Ainsi, on vient de retrouver le fait que toute matrice symétrique M € M, (R)
possede au moins une valeur propre réelle. Et on sait que de 1a, il n’est pas difficile de
montrer que toute matrice symétrique est en fait diagonalisable en base orthonormée.
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Exemple 3. Inégalité de Holder.

Soient p et ¢ deux nombre réels strictement plus grands que 1 et tels que %—F% =1.
On va utiliser le théoréme des extrema liés pour montrer que si a1,...,a, et b1,...,b,
sont des nombres réels strictement positifs, alors

n n 1/p n 1/q
=1 =1 =1

Fixons aq,...,a, > 0, posons

n
Y= {($1,...,$n) eR™ 21 >0,...,2, ZOetZazg = 1},
i=1
et notons f : R” — R la fonction définie par

n
flz1,...,2pn) = Zaixi.
i=1

L’ensemble ¥ est visiblement un fermé de R, et il est également borné car ||z <
1 pour tout x € X. Donc X est compact, et par conséquent la fonction f, qui est
continue, possede un maximum global sur Y. Dans la suite, on posera

n n
M= mEaxf = max{Zaixi; x; > 0, ng = 1} .
i=1 i=1
Soit £ = (&1, ...,&,) un point de X tel que f(§) = M, et admettons provisoirement
que toutes les coordonnées de & sont strictement positives. On peut alors appliquer le
théoreme des extrema liés avec

Q={(z1,...,2n) €R™; 1 >0,...,2, >0}

et C(z1,...,2n) =Y 12l =1, car X ={z € Q; C(z1,...,2,) =0} et £ € Q. 1l existe
ainsi un multiplicateur de Lagrange A tel que Vf(&1,...,&) = AVC(&, ..., &), ce
qui s’écrit

a1 = Ag€f "

an = A qgi]_l
1

En posant g = Ag, on a { = (%)qj pour tout i € {1,...,n}, et comme >, &/ =1
q

on en déduit ), <%>qj = 1. Comme de plus qqu =p, on en tire p = (>, af)l/p.
D’autre part, les équations précédentes donnent aussi a;§; = p&! pour tout i et

donc Y, a;& = p Y, &, autrement dit M = p. Au total, on obtient ainsi

n 1/p
M = (Z af) )
=1

Cela signifie que pour des nombres réels positifs z1, ..., z,, Uimplication suivante
a lieu :

n n n 1/p
(5.1) fo =1 = Zaiﬂfi < (Zaf) .
i=1 i=1 i=1
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Si maintenant b1,...,b, sont des réels strictement positifs quelconques et si on
applique || avec x; = W, on obtient le résultat souhaité :
=10
1/q

n n 1/p n
i=1 i= j=1

Pour que la preuve de l'inégalité de Holder soit complete, il reste a vérifier que le
point ¢ introduit plus haut a toutes ses coordonnées strictement positives.

Supposons par exemple qu’on ait £ = 0. Comme & # 0, on peut également suppo-
ser, quitte a permuter les coordonnées, qu'on a & > 0. Pour € €0, &;[, on peut alors
introduire le point

2(e) = (e, (&3 — DV, &5,... &) .

. . N q 1/ /q
Il est clair que z(e) appartient a ¥. De plus, comme (£ —¢?)"/9 = & (1 - g—q) =
2

& +0(g?) quand € — 0", on a

f@(e) = ae+as(&+O0() + ) aii

=3

= aie+ Z a;& + 0(g9)
i=2
= f(&) +a1e+0(?),

ou on a utilisé le fait que & = 0.
Comme ¢ > 1 on a €7 = o(e), et on en déduit que si ¢ > 0 est assez petit, alors

f(z(e)) > f(§). Mais ceci contredit le choix de €.

5.2. Premieére démonstration du théoréme On donne ici la preuve “clas-
sique” du théoreme des extrema liés, qui repose sur le théoréme des fonctions implicites
(voir le chapitre [5)).

On aura besoin de la définition suivante.

DEFINITION 5.3. Soit M C R"™, et soita € V. On dit qu’un vecteur h € R™ est tangent
a M au point a s’il existe § > 0 et une application v :] — 0, 6[— R™ de classe C* telle
que

(i) v(t) € M pour tout t €] —6,0[;

(ii) v(0) = a et 4/(0) = h.
On note T, (M) l’ensemble des vecteurs tangents a M au point a.

Exemple. Si le point a est intérieur & M, alors T,(M) = R".

DEMONSTRATION. Supposons a € M , fixons une norme sur R" et choisissons r > 0
tel que B(a,r) C M. Si h € R™ est quelconque, on peut trouver § > 0 tel que § x ||h]| <
r, et on a alors a + th € M pour tout ¢t €] — §,[. Il suffit donc de poser v(t) = a + th
pour voir que h € T,,(M). O

Le lemme suivant est la généralisation naturelle du théoreme [3.2

LEMME 5.4. Soit f: R" = R, et soit M C R". Si fpr possede un extremum local en
un point a € M et si f est différentiable en a, alors df (a)h =0 pour tout h € T,(M).
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DEMONSTRATION. Soit h € T,(M) quelconque, et choisissons v :] — d;6[— R”
comme dans la définitions Alors la fonction ¢ définie par p(t) = f(v(t)) est
dérivable en ¢t = 0 avec ¢'(0) = df(v(0))7'(0) = df(a)h, et ¢ posséde un extremum
local en 0. On a donc ¢'(0) = 0, autrement dit df (a)h = 0. O

Pour utiliser ce lemme, on a besoin d’un résultat donnant une autre description de
I’espace tangent. La preuve est tout-a-fait non-triviale car elle repose sur le théoréme
des fonctions implicites.

LEMME 5.5. Soit @ un ouvert de R", et soit C : Q — R™, de classe C' dans . On
pose ¥ = {x € Q; C(z) =0}. Sia€Q et si DC(a) : R" — R™ est surjective, alors
To(X) = ker DC(a).

DEMONSTRATION. (i) Soit h € T,(X) et soit v :] — §;6[— X de classe C! telle
que ¥(0) = a et 7/(0) = h. Par définition de X, on a C(y(t)) = 0; d’ott en dérivant :
DC(~(t))v'(t) = 0. Donc DC(a)h = DC(+(0))+'(0) = 0.

(ii) Inversement, fixons un vecteur h € ker DC(a). Il s’agit de trouver une “courbe”
v :] = 8;0[— X telle que v(0) = a et v/(0) = h.

Remarquons que I’hypothese faite sur DC(a) oblige a avoir m < n. Soit E un
supplémentaire de ker DC(a) dans R", i.e.

R" =ker DC(a) ® E .
On identifie R™ & ker DC(a) x E, et on écrit tout vecteur x € R™ sous la forme
r=(MNu)=Adu.
En particulier, le point a s’écrit a = (Mg, ug). Avec ces notations, on a
(5.2) Y ={(\u) €Q; C(\,u)=0}.

Par définition de E et comme DC(a) est surjective, la restriction de DC(a) a E est
un isomorphisme de E sur R™ ; autrement dit, la “différentielle partielle” D, C(\g, ug) :
E — R™ est un isomorphisme de E sur E/ = R™ (voir le lemme du chapitre
6). D’apres le théoreme des fonctions implicites, I"équation C(\,u) = 0 définit donc
implicitement u comme fonction de A au voisinage de a = (Ao, up). Comme de plus
(Ao,up) € 2, on peut donc trouver un voisinage V' de Ao dans ker DC(a) et une
application A — u()\) de classe C! sur V telle que u()\g) = ug et

(5.3) VAEV © (hu(h) € Q et CO\u(N) =0.

Comme h € ker DC(a) on peut choisir § > 0 tel que Ao + th € V pour tout
t €] —96,0[. On peut alors définir 7 :] — §,0[— R™ = ker DC(a) x E par

(1) = (Ao + th, u(Ae + th)).

Il est clair que 7 est de classe C!, avec 7(0) = (Ao, ug) = a. De plus, d’aprés
et (5.3) on a y(t) € ¥ pour tout t €] — 0, d[. Pour terminer la démonstration, il suffit
donc de vérifier que '(0) = h.

Par définition de ~, on voit que 4'(0) = (h,7) = h & 7 pour un certain 7 € F
(a savoir 7 = DU(\g)h). Mais d’autre part, on a aussi 7/'(0) € ker DC(a) d’apres la
premiére partie de la démonstration, puisque 7/(0) € T,(X). Par conséquent, on doit
avoir 7 =0 et 7/ (0) = h&® 0 = h.

]
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PREUVE DU THEOREME 5.1 Soit C: R® — R™ ’application définie par

Cl (’U,)
Clu)=|
Cn(u)

Par définition, les lignes de la matrice jacobienne de C au point a sont les (transposées
des) vecteurs VCi(a),...,VCp(a), et elles sont donc linéairement indépendantes. Par
conséquent, la matrice Jacc(a) est de rang m, i.e. DC(a) : R" — R™ est surjective.
D’apres les deux lemmes précédents, on a donc ker DC(a) = To(X) C kerdf(a). Au-
trement dit, en posant Z = vect(VCi(a),...,VCnp(a)) CR™ ona Z+ C Vf(a)*, ie.
Vf(a) e (ZH)t = 2.

U

REMARQUE 5.6. Le théoréme des extrema liés peut s’énoncer comme suit. Soit 0 un
ouvert de R" et soit C : Q — R™ de classe C* dans Q. On pose X = {u € Q; C(u) = 0}.
Si f:Q — R est de classe C' dans  si fiz possede un extremum local en un point
a € ¥NQ tel DC(a) : R® — R™ est surjective, alors il existe une forme linéaire
(continue) A : R™ — R telle que df (a) = Ao DC(a). Sous cette forme, le théoreme est
en fait vrai en remplacant R™ et R™ par des espaces de Banach E et F' quelconques
(éventuellement de dimension infinie), a condition de supposer que ker DC(a) possede
un supplémentaire fermé dans E. La démonstration est a peu pres identique a celle qui
a été donnée pour £ = R"™ et F = R™.

5.3. Deuxiéme démonstration du Théoréme [5.1. On va maintenant donner
une preuve du théoreéme des extrema liés qui n’utilise pas le théoréeme des fonctions
implicites. Cette preuve a 'avantage d’étre plus “élémentaire” que la premiére ; mais
elle utilise de facon essentielle la dimension finie, et ne permet donc pas d’obtenir
I’énoncé plus général de la Remarque [5.6

Dans ce qui suit, on garde les notations du Théoréme et on suppose que fis,

possede un minimum local en a. Par ailleurs, on note || - || la norme euclidienne sur
R™, et on choisit rg > 0 tel que B(a,r) C € et
(5.4) Vz € Bla,r0)NY : f(a) < f(x).

On aura besoin de deux lemmes.

LEMME 5.7. Soit ® : Q — R wune fonction continue, positive, telle que ®(a) = 0 et
®(x) > 0 en tout point de Q\ X. Pour k € N, posons

Ui(z) == flz) + |z — al* + k®(x).

ghoisz'ssons pour tout k un point x), € B(a,ro) tel que Uy atteigne son minimum sur
B(a,rg) au point xy (ce qui est possible par compacité de B(a,rq)). Alors r, — a
quand k — oo.

DEMONSTRATION. Comme () vit dans le compact B(a, 7o), il suffit de montrer
que la seule valeur d’adhérence possible pour (zy) est le point a. Fixons une valeur
d’adhérence b de (xy) et une sous-suite (xy,) telle que x, — b.

Remarquons d’abord que ¥y, (a) = f(a) pour tout i (car ®(a) = 0) et donc, par
définition de xy, :

(5.5) flan) + ok, — all® + ks ®(x,) < fla).
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Comme @ est continue, ®(zy,) tend vers ®(b), qui est > 0. On ne peut pas avoir
®(b) > 0, car dans ce cas k;®(xy,) tendrait vers +o00 et on obtiendrait une contradiction
en passant & la limite dans (5.5). Donc ®(b) = 0, et donc b € ¥ par hypothese sur ®.

Comme b € B(a,rg), on en déduit

IN

fla) < f(b).
Mais d’apres (5.5) (et comme ®(zy,) > 0), on a aussi f(zx,) + ||7x, — a|* < f(a)

pour tout 7, d’ou en passant a la limite :
F®) + 16— al* < f(a)
Ainsi f(b) + ||b — a||?> < f(a) < f(b), et donc ||b — a| = 0. d
On utilisera ce lemme via la conséquence suivante.

COROLLAIRE 5.8. Awec les notations du Lemme[5.7, supposons de plus que la fonction
® soit différentiable sur Q (de sorte que les W le sont également). Alors il existe une
suite () tendant vers a telle que VVUy(xx) = 0 pour tout N.

DEMONSTRATION. La suite (z) donnée par le lemme tend vers a, donc x appar-
tient & la boule ouverte B(a,rg) pour k assez grand. Ainsi, ¥ posséde un minimum

local au point zj (pour k assez grand), et donc VW (x) = 0. O
LEMME 5.9. Soit E un espace vectoriel normé, et soit u = (ui,...,uy) € E™. On
suppose que les u; sont linéairement indépendants. Pour tout k € N, soient également
ak = (uf,...,uk) € E™ et \F = (A}, ... \E) € R™, et posons oF :== Y AFuF. On

suppose que @” tend vers u quand k — oo, et que la suite (vk) est bornée dans E. Alors
la suite (\) est bornée dans R™.

DEMONSTRATION. Supposons que (A\*) ne soit pas bornée. Alors, quitte & extraire
une sous-suite, on peut en fait supposer que ||\¥||o tend vers Iinfini. Comme la suite

v*) est bornée, on en déduit que —~L— vy, tend vers 0; autrement dit
(ARl
m )\k
k, k \ k _ i .
(5'6) Z/M Uy — 0 ) ou i = 1X* oo
i=1
Si on pose i¥ = (u¥, ..., uk)), alors ||fi¥||c = 1 pour tout k. Comme la sphere unité

de R™ est compacte, on peut donc supposer, quitte a extraire une sous-suite, que la
suite (7i*) converge vers un certain i € R™ vérifiant ||fi||o = 1 (en particulier, fi # 0).
Comme @* — u, on obtient alors, en passant & la limite dans (5.6)) :

m
Zuiui =0;
=1

ce qui est absurde car les u; sont linéairement indépendants et i # 0. O

PREUVE DU THEOREME [5.1] 11 s’agit de montrer qu'il existe des nombres réels
AL, .-, Am tels que

Vf(a) =) X\VCia).
=1
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On va appliquer le Lemme [5.7| avec la fonction ® définie par ®(z) = 1", C;(x)?
(qui vérifie bien les hypotheses du lemme). On a ainsi pour tout k € N :

Ui(2) = f(2) + llz —al* +k Y Cila)?

i=1
La fonction ® est différentiable sur Q, avec V®(z) = Y /" | C;(z) VCi(x) ; donc

m
VU(z) = Vf(z) +2(x —a) + 2k > Ci(x) VCi(x).
i=1
D’apres le Lemme on peut trouver une suite (zj) tendant vers a telle que
VU (xzx) = 0 pour tout k, autrement dit

(5.7) V() + 20k —a) =Y (~2kCi(xx)) VCi(zy)
im1 \_;g_z

Comme zp — a, le premier membre de (5.7) tend vers Vf(a) quand k — oo.
En particulier, ce premier membre reste borné, et donc vy := > ", )\f VCi(xy) reste
borné. De plus, VCj(zr) — VCi(a) pour i = 1,...,m, et par hypothese les VC;(a) sont

linéairement indépendants dans £ = R™. Si on pose )\k ()\’f, e ,)\]ﬁn), on en déduit
d’apres le Lemme que la suite Qk ) est bornée dans R™. Quitte a extraire une sous-
suite, on peut donc supposer que ()\k) converge vers un certain A = (Ag, ..., Ap) € R™.

En passant a la limite dans (5.7)), on obtient alors ce qu’on voulait :

= i \; VCi(a)
=1






CHAPITRE 5

Inversion locale, fonctions implicites

1. Applications linéaires inversibles

DEFINITION 1.1. Soient E et E' deuz evn. On dira qu’une application linéaire continue
L: FE — E' est inversible (ou encore que L est un isomorphisme) si L est bijective
et si L=1 est continue. On notera GL(E, E') ’ensemble des isomorphismes de E sur
F', et GL(E) si E = F'.

Remarque 1. Si E et E' sont de dimension finie, la continuité de L™! est automatique.
Plus généralement, c’est encore vrai si F et E' sont complets, mais ceci est loin d’étre
évident. Il s’agit d’un théoréeme célebre di & Banach (le théoréme d’isomorphisme
de Banach).

Remarque 2. Tl n’existe pas nécessairement d’isomorphisme entre E et E’; ¢’il en existe,
on dit que les evn E et E’ sont isomorphes. Lorsque E et E’ sont de dimension finie,
ils sont isomorphes si et seulement si dim(F) = dim(E’).

LEMME 1.2. Si E et E' sont deux evn isomorphes, alors Uapplication X — X! est
continue de GL(E,E") dans GL(E', E).

PREUVE EN DIMENSION FINIE. Si F et E’ sont de (méme) dimension finie, on peut
les identifier tous les deux & R™ et donc identifier GL(E, E') & GL,(R), ’ensemble des
matrices inversibles de taille n. Alors la célebre formule

1
X1 = tCom(X
det(X) (X)
montre que les coefficients de la matrice X ! sont des fonctions rationnelles de ceux
de X, d’ou la continuité. ]

PREUVE DANS LE CAS GENERAL. Fixons A € GL(E, E’). Le point clé (qu’on uti-
lisera aussi plus loin) est 'identité suivante, valable pour tout X € GL(E, E’) :

(1.1) X toAat=x1tA4-Xx)AL.

Cette identité se démontre en “réduisant au méme dénominateur” ; de fagon précise,
en factorisant & gauche par X! et & droite par A~ dans X! — A~1,

On en déduit d’abord que si || X — Al < 1/2||A7Y|, alors | XY — [[A7Y] <
| X~1|/2, et donc || X 1| < 2|[A7!|. En revenant & (1.1), on obtient ensuite

IX7H = AT < 2 AP IX - Al
pour tout X € GL(E) tel que || X — Al| < 1/2||A7!||; d’ot1 la continuité. O

LEMME 1.3. Soit E un espace de Banach. Si H € L(E) vérifie |H|| < 1, alors Id — H
est inversible et on a

(Id—H)"' =) H".
k=0

91
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DEMONSTRATION. Comme ||H¥|| < ||H|/¥ pour tout k et comme |H| < 1, on
voit que la série > H* est normalement convergente, et donc convergente dans £(E)
puisque L(E) est complet (proposition du chapitre . En posant S =% ° H k on
a (par continuité du produit)

SH = ZH’fH —HS.
k=0

Comme S = Zgon, on en déduit SH = S — H* = S — Id = HS, autrement dit
S(Id—H)=1d= (Id— H)S. Ainsi, (Id — H) est inversible d’inverse S. O

COROLLAIRE 1.4. Si L € L(E) vérifie |L — 1| <1, alors L est inversible.
DEMONSTRATION. 11 suffit d’écrire L =1 — H, avec H =1 — L. O

THEOREME 1.5. Si E est un espace de Banach, alors GL(E) est ouvert dans L(E) et
Uapplication X +— X1 est de classe C* sur GL(E). En notant J cette application, la
différentielle de J est donnée par

DJ(X)H=-X"'HX'.

DEMONSTRATION. Soit A € GL(E) quelconque, et posons r4 = 1/[|[A7Y|. Si X €
L(E) vérifie | X — A|| < ra,alors [ATIX —I|| = [ATH X - A)| < |[A7Y |1 X - 4] < 1;
donc A7'X € GL(E) d’apres le lemme et donc X € GL(F) également. Ainsi, la
boule B(A,74) est contenue dans GL(E), ce qui montre que GL(E) est ouvert dans
L(E).

D’apres 'identité (1.1)) et comme Papplication J est continue (lemme[1.2)), on peut
écrire

JA+H)—-JA) = —-JA+H)HJ(A)
= —(J(A) +e(H)HI(A)
= —A'HA' —¢(H)HA™!,

ot £(H) tend vers 0 quand H tend vers 0. Comme I'application H — —A~'HA™!
est linéaire continue sur £(E) et comme ¢(H)HA™! = o(||H||) (car ||e(H)HA™!|| <
A= le(CHD)|| |H]|), on en déduit que J est différentiable en tout point A € GL(E),
avec DJ(A)H = —A"1HA™L.

Notons B : L(E) x L(E) — L(L(F)) l'application définie par B(U,V)(H) =
UHYV. L’aplication B est clairement bilinéaire, et elle est également continue car
|BU,V)(E)|| < [UIIV]| | E pour tout H € £(E) et done [B(U, V)| < U] V]
De plus, ona DJ(X) = —B(J(X), J(X)) pour tout X € GL(E) d’apres ce qu’on vient
de voir. Comme J est continue sur GL(E), on en déduit que D.J est continue et donc
que J est de classe C. O

2. Difféomorphismes

DEFINITION 2.1. Soient E et E' deux evn, Q un ouvert de E et ' un ouvert de E'.
On dit qu’une application ® : Q — Q' est un difféomorphisme de ) sur ' si ® est
une bijection de Q sur ', et si ® et @1 sont toutes les deuz de classe C'.

Remarque. 11 est souvent utile de penser a un difféomorphisme comme & un “change-
ment de variable(s)”, avec toutes les applications que cette terminologie est susceptible
de faire venir a ’esprit.
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Exemple 1. Si L : E — E’ est une application linéaire (continue) inversible, alors L
est un difféomorphisme de E sur F’.

Exemple 2. Soit I un intervalle ouvert de R et soit ¢ : I — R une fonction de classe
Cl, avec ¢'(t) # 0 pour tout t € I. Alors J = o(I) est un intervalle ouvert et ¢ est un
difféomorphisme de I sur J, avec
1
(™) (2) = =7
¢ (o (2))

DEMONSTRATION. Comme ¢’ est continue et ne s’annule jamais, elle garde un

signe constant d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires. Par conséquent ¢ est

strictement monotone. D’apres un théoréme bien connu, on sait alors que J = ¢(I) est
un intervalle ouvert, que ¢ est une bijection de I sur J et que ¢! est continue sur J.

En écrivant
e y) — M x) _ 1
y—= p(v) = p(u)
v—u
ottu = ¢~ 1(x) et v = p~1(y), on en déduit facilement que p~! est dérivable sur J avec
la formule souhaitée pour (¢~!)’. Comme ¢’ et ¢~! sont continues, on voit alors que
(1) est continue, autrement dit que ¢! est CL. O

1

Exemple 3. Soit ¢ : R — R définie par (t) = t3. Alors ¢ est une bijection C! de R sur
R, mais ¢ n’est pas un difféomorphisme car ¢ ~!(t) = {/t n’est pas dérivable en 0.

Ezercice. Soit Q = {(x,y) € R?, = < y} et soit ® : Q@ — R? 'application définie
par ®(z,y) = (x + y,xy). Montrer que ® est un difféomorphisme de Q sur Pouvert
O = {(s,p) € R?; s2 — 4p > 0}, et déterminer ®~1.

PROPOSITION 2.2. Soient E et E' deux evn. St ® : Q — Q' est un difféomorphisme
d’un ouvert Q C E sur un owvert Q' C E', alors D®(u) : E — E' est inversible pour
tout u € 2, avec D®(u)~! = DO~ (D (u)).

DEMONSTRATION. On a & 'o® = (Idg)q et Po® ! = (Idpr) o par définition de
®~1. Comme Idg et Idp sont linéaires continues, on en déduit (en différentiant et en
utilisant le théoreme des fonctions composées) qu’on a D®~1(®(u))D®(u) = Idg pour
tout u € Q et D®(®~1(v/))DP!(v') = Idg pour tout v’ € . En prenant v’ = ®(u)
la deuxieme identité s’écrit D®(u)D® 1 (®(u)) = Idgr, et on voit donc que D®(u) est
inversible d’inverse D®~!(®(u)). O

COROLLAIRE 2.3. S’il existe un difféomorphisme d’un ouvert de E sur un ouvert de
E', alors E et E' sont isomorphes. En particulier, si m,n € N*, alors il ne peut exister
de difféomorphisme de R™ sur R™ que si n = m.

Remarque. En fait, un résultat beaucoup plus fort (et beaucoup plus difficile & démontrer)
est vrai : 8'il existe un homéomorphisme (i.e. une bijection continue, de réciproque
continue) d’un ouvert de R™ sur un ouvert de R™, alors n = m. C’est un théoreme
célebre du a Brouwer.

PROPOSITION 2.4. Soient E et E' deux evn, et soit ® : Q — Q' une bijection d’un
ouvert Q C E sur un ouvert Q' C E’. Soit aussi p € Q, et soit p' = ®(p). On suppose
que ® est différentiable en p, que D®(p) : E — E' est inversible, et que ®~1 est
continue au point p'. Alors ®~1 est différentiable en p' et DO 1(p') = DP(p)~! =
Dy(@~'(p) "
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DEMONSTRATION. Posons L = D®(p). Il s’agit de montrer qu’on peut écrire, pour

I’ tendant vers 0 dans E’ :
O (p + 1) =) + LT + o).

Comme ®~! est continue au point p’, on peut certainement écrire
(2.1) O + 1) =@ + (W) =p+e(h),
ou e(h’) tend vers 0 quand b’ — 0. Ce qu’il reste & faire est de montrer qu’on a en fait
e(h') = L7 + o(||I[)).

En appliquant ® a (2.1) et en utilisant la différentiabilité de ® au point p, on
obtient

p+h = ®(p+eh))
®(p) + Le(h) + o([le(R)]])
= p'+ Le(W) +o([le(W)]);

autrement dit A = Le(h') + o(||le(R/)|], ou encore e(h') = L~'h" + L~ (o(|le(h)]])).
Mais comme l'application linéaire L~! est continue, on a aussi L™'(u) = O(||ul|) et
donc L~ (o([le(W)|)) = o(lle(R")]]) ; ot
(2.2) e(W)=L"W +o(Jle(W)])-

Par définition d’'un “0”, on donc peut trouver é > 0 tel que

1B <6 = lle(r)II < IL7R |+ (1/2)[le(R)]),,
autrement dit ||(h')|| < 2||[LLA'|| pour ||V < 4. Ainsi, on a ||e(W)]| = O(||L~tR']]) =
O(||#']]) au voisinage de 0, d’ott la conclusion souhaitée en revenant & (2.2)) :
e(h) = L7'W +o(|1]]) .
]

COROLLAIRE 2.5. Soit ® : Q — ' une bijection C* d’un ouvert Q C E sur un ouvert

Q' C E'. Si D®(u) est inversible pour tout u € 2 et si @~ est continue sur ', alors
P est un difféomorphisme (i.e. =1 est C1).

DEMONSTRATION. D’apres la proposition, @ est différentiable en tout point avec
D& Yz) = DP(® (z))! pour tout z € . Comme ®~! est continue et comme
I'application X + X! est continue sur GL(E, E') d’aprés le lemme on voit que
D®~! est continue, i.e. que ®! est C!. g

Remarque. On verra plus loin que I'hypothese de continuité faite sur ® ! est en fait
superflue.

3. Le théoréme d’inversion locale

3.1. Enoncé et conséquences immédiates. Dans ce qui suit, F et £’ sont des
evn,  est un ouvert de E, et Q' est un ouvert de E’.

DEFINITION 3.1. Soit @ : Q — ', et soit pg € Q. On dit que lapplication ® est un
difféomorphisme local au point py s’il existe un voisinage ouvert U de py (contenu
dans Q) tel que U" = ®(U) est un ouvert de E' et @) : U — U' est un difféomorphisme
de U sur U'.
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Remarque. Cela signifie qu’on peut “localement inverser” I'application ® au voisinage
de pg. Autrement dit : pour tout A € E’ suffisamment proche de \g = ®(po) (i.e.
A € U') il existe un unique u = u(\) € E proche de py (i.e. u(\) € U) solution de
Péquation ®(u) = A; et de plus Papplication A — u(X) (ie. (®)y) " : U = U) est de
classe C'.

Exemple. On prend E =R = E’. Si ¢ :  — R est une fonction de classe C' sur un
ouvert 2 C R et si ¢y € Q est tel que ¢'(tg) # 0, alors ¢ est un difféomorphisme local
au point tg.

DEMONSTRATION. Par continuité de ¢, on peut trouver § > 0 tel que ¢'(t) # 0

pour tout t € I :=] — §,d[. On sait qu’alors J = ¢(I) est un intervalle ouvert et que
|7 est un difféomorphisme de I sur J (cf le 2¢ exemple de difféomorphisme donné plus
haut). O

Si @ : Q — E’ est un difféfomorphisme local au point pg, alors D®(pg) : E — E’ est
nécessairement inversible, d’apres la proposition Le théoreme suivant (beaucoup
plus difficile) montre que la réciproque est vraie.

THEOREME 3.2. (théoréme d’inversion locale)

On suppose que les evn E et E' sont complets. Soit ® : Q — E' de classe C', et
soit pg € Q. Si D®(pg) : E — E' est inversible, alors ® est un difféomorphisme local
au point pg.

Remarque. Si E = R™ = E’, la condition “D®(pg) inversible” signifie que le déterminant
de la matrice jacobienne de ® au point pg est non-nul. Ce déterminant s’appelle le
déterminant jacobien de ® au point pg, et se note Jg(po).

COROLLAIRE 3.3. Soit ® : Q — ' une bijection C* d’un ouvert Q C E sur un ouvert
QY C FE. Si DP(u) est inversible pour tout u € Q, alors ® est un difféomorphisme.

DEMONSTRATION. Soit pjy € €' quelconque, et soit pg = ®~1(p})). En appliquant le
théoreme d’inversion locale au point pg, on voit que ®~! est de classe C! au voisinage
de pj; et comme p) est arbitraire, cela montre que ®~% est C! sur . O

COROLLAIRE 3.4. Si ® : Q — Q' est une bijection C' entre deux ouverts de R™ et si
Jo(u) # 0 pour tout u € Q, alors ® est un difféeomorphisme.

Remarque. L’intérét “pratique” de ce dernier résultat est évident : pour montrer que
®~! est de classe C1, il est inutile de déterminer explicitement ®~! ! Il suffit de vérifier
que le déterminant jacobien de ® ne s’annule jamais.

EXEMPLE 3.5. (coordonnées polaires)

Soit @ :]0, c0[x]0, 27r[— R? l'application définie par ®(r,0) = (rcosf,rsind). 11 est
clair que @ est de classe C!, et que ® est une bijection de Q :=]0, 00[x]0, 27| sur
Q' :=R?\ {(z,0); = > 0}. (Les seuls points non atteints par ® sont les points p pour
lesquels la demi-droite [0,p) fait un angle égal a 0 avec l'axe [0,x), i.e. les points de
la forme (x,0) avec > 0; et tout point (z,y) € Q' s’écrit de maniére unique sous la
forme (r cos @, rsinf) si on impose 0 < 6 < 27). De plus, le déterminant jacobien de ®
est facile a calculer : on a

Jo(r,0) = det (

- 9

cosf —rsinf
sinf@ rcos6

donc en particulier Jg(r,0) # 0 pour tout (r,6) € . Ainsi, ® est un difféomorphisme
de Q sur .
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Exercice. Donner une formule explicite pour ®~1.

Mentionnons encore deux autres conséquences tres simples du théoreme d’inversion
locale.

COROLLAIRE 3.6. (théoréme de I’application ouverte)
Soit ® : Q — E' de classe C1. Si Dé(u) est inversible pour tout u € §2, alors ® est une
application ouverte : l'image par ® de tout ouvert O C ) est un ouvert de E’.

DEMONSTRATION. Soit O C € ouvert, et soit pj € ®(O) quelconque. Choisissons
un point py € O tel que ®(py) = pj. Commme DP(pg) est inversible, le théoréme
d’inversion locale appliqué dans O fournit un voisinage ouvert U de py contenu dans
O tel que U' = ®(U) est un ouvert de E’, et donc un voisinage ouvert de pj. Comme
U’ C ®(0), cela montre que tout point p, € (0) est intérieur & (0), autrement dit
que ®(0O) est un ouvert de E'. O

COROLLAIRE 3.7. Soit ® : Q — E’ de classe C'. Si ® est injective et si D (u) est inver-

sible pour tout u € Q, alors Q' := ®(Q) est un ouvert de E' et ® est un difféomorphisme
de Q sur €Y.

DEMONSTRATION. C’est immédiat d’apres les corollaires et O

3.2. Preuve. La preuve du théoreme d’inversion locale va utiliser de maniere
essentielle le théoreme du point fixe, sous la forme suivante.

LEMME 3.8. (théoréme du point fixe)

Soit M un fermé d’un espace de Banach E, et soit f : M — E. On suppose qu’on a
f(M) C M, et que f est k-lipschitzienne pour un certain k < 1. Alors f posséde un
unique point fixe dans M.

DEMONSTRATION. Soit xg € M. Comme M est stable par f, on peut définir une
suite (zp)n>0 C M par la récurrence z,41 = f(z,,). Comme f est k-lipschitzienne, on
vérifie facilement par récurrence qu’on a

e — i ]| < K" flay — o

pour tout n > 1. Comme k < 1, cela montre que la série > o, ||zn — xp—1] est
convergente; et comme l’espace E est supposé complet, on en déduit que la série
> nsq(@n — xp—1) converge dans E. Mais x, = xo + >, (z; — x;—1) pour tout n > 1,
donc cela signifie que la suite (x,,) est convergente, z,, — a € E. Le point a appartient
a M car (z,) C M et M est fermé dans E'; et par continuité de f, on a f(a) =
lim,, o0 f(2p) = limy, 00 Tpt1 = . On vient ainsi de montrer que f possede un point
fixe. L’unicité est laissée en exercice. O

PREUVE DU THEOREME D’INVERSION LOCALE. Soit ® : @ — E’ de classe C! (o1
Q2 est un ouvert de E) et soit py € Q tel que D®(py) : E — E’ est inversible. On
cherche un voisinage ouvert U de po tel que U’ = ®(U) est un ouvert de E' et ®;; est
un difféomorphisme de U sur U’. La démonstration va se faire en plusieurs étapes.

FAIT 0. On peut supposer E' = FE et D®(py) = Id.

DEMONSTRATION. Posons L = D®(py), et soit d:0 - E I’application définie
par ®(u) = L71(®(u)). Comme L~! est lindaire continue, ® est de classe C' (par
composition) et on a D®(pg) = DL~ (®(pg)) o DP(py) = L~ 0 DP®(pg) = Id. De plus,

si on sait montrer que ® est un difféomorphisme local en pg, alors on saura le faire
pour ® car ® = L o ® et L est un difféfomorphisme de E sur E'. ([l
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FAIT 1. On peut trouver un voisinage ouvert U de py (contenu dans Q) tel que D®(u)
est inversible pour tout u € U et 'application u — u — ®(u) est %— lipschitzienne sur
U.

DEMONSTRATION. Comme D® est continue au point py et D®(pg) = Id, on peut
trouver 0 > 0 tel que U := B(pg,d) C Q et | DP(u) — Id|| < 1/2 pour tout u € U.
Alors D®(u) est inversible pour u € U, d’apres le lemme Si on définit h: U — E
par h(u) = ®(u) — u, i.e. h = (® — Id)y, alors || Dh(u)|| = ||[D®(u) — Id|| < 1/2 pour
tout u € U ; donc h est %—lipschitzienne sur U, d’apres I'inégalité des accroissements
finis (car la boule U est convexe). O

FAIT 2. L’application ® est injective sur U, et ()" est continue sur U’ = ®(U).

DEMONSTRATION. Si u,v € U, alors

[@(v) = @(u)] (@ (v) = v) = ((u) —u) + (v - v

[o = ull = [(@(v) = v) = (®(u) —u)|

v

v

Lo =
— ||V —Uu
2 b

d’apres le fait 1.

On en déduit immédiatement que ® est injective sur U : si ®(u) = ®(v), alors
3llv —u|| < ||®(v) — ®(u)|| = 0 et donc u = v. D’autre part, si ' = ®(u) et v/ = ®(v)
sont quelconques dans U’' = ®(U), alors [[(®) "' (V) — (@) (W) = [Jv —ul| <
2|®(v) — ®(u)|| = 2|v" — «/||. Ainsi, application (®);;) ! est 2-lipschitzienne, et donc
continue sur U’.

O

FarT 3. L’ensemble U’ = ®(U) est un ouvert de E.

DEMONSTRATION. Soit uj, € U’ quelconque, et écrivons ujy = ®(ug), ot ug € U.
On cherche § > 0 tel que B(ug,d) C U’, autrement dit tel que pour tout v’ € B(ug, ),
léquation ®(u) = u' possede une solution u € U.

Soit o > 0 tel que B(ug,a) C U. On va montrer que § := «/2 convient. Plus
précisément, on va montrer que pour tout ' € E vérifiant |[u’ — uf|| < §, I'équation
®(u) = v’ possede une solution u € B(ug, a).

Fixons o' vérifiant ||u’ — up|| < 4, et soit ¥ : B(ug, ) — E I'application définie par

Par définition, I'équation ®(u) = v’ est équivalente & ¥(u) = u. Il s’agit donc montrer
que ¥ possede un point fire dans B(ug, o). Comme 'espace E est supposé complet, il
suffit pour cela de vérifier que les hypotheéses du théoréeme du point fixe (lemme
sont vérifiées avec M := B(ug,a) C E et f = U.

Par définition, ¥ differe de l'application u +— u — ®(u) par une constante ; donc ¥
est %—lipschitzienne sur B(ug,a) d’aprés le fait 1. Par conséquent, il reste simplement
A montrer que la boule B(ug, @) est stable par .
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Si u € B(ug, ), alors

W (u) —uoll < [|U(u) = W(uo)ll + [[¥(uo) — uol
19 (u) = @ (uo)l| + [|u” — @ (uo)|
1
< 5 lu—woll + v — wgl
< % +6=c.
On a donc bien ¥(u) € B(uo, ) pour tout u € B(ug, ), ce qui termine la démonstration
du fait 3. O

On peut maintenant conclure. D’apres les faits 1, 2, 3, on sait que @y : U = U !
est une bijection C! de U sur U’, que U’ est un ouvert de E, que D®(u) est inversible
pour tout u € U, et que (<I>|U)*1 est continue sur U’. D’apres le corollaire on en
déduit que ®|;; est un difféomorphisme de U sur U’; donc @ est un difféomorphisme
local au point pg. O

3.3. Un exemple. Pour illustrer le théoreme d’inversion locale, on va mainte-
nant expliquer comment il peut permettre de démontrer I'existence de solutions pour
certaines équations différentielles. De fagon précise, on va donner les grandes lignes de
la preuve du résultat suivant. Les détails débordent un peu le cadre de ce cours, car
on va avoir besoin d’utiliser le théoréme d’Ascoli, qui est un résultat non trivial
d’analyse fonctionnelle.

PROPOSITION 3.9. Soit I un intervalle ouvert de R et soit p : I — R une application de
classe C' strictement croissante et surjective. Pour toute fonction g : R — R continue
et 2m-périodique, il existe une fonctiony : R — R de classe Ct, 2m-périodique, & valeurs
dans I, telle que v +pou=g.

PREUVE ABREGEE. Dans ce qui suit, on notera (387r I’espace des fonctions continues
2m-périodiques de R dans R, muni de la norme || . ||, et C3_ 1'espace des fonctions 27-
périodiques de classe C!, muni de la norme définie par ||u|| = ||u||oo + |[1]]0o. On vérifie
sans difficulté que les espaces Cgﬂ et C217r sont complets pour leurs normes respectives.

Posons U = {u € C}_; u(R) C I}, et introduisons I'application ® : U — C§_ définie
par

O(u) =u +pou.

Il s’agit tres exactement de montrer que I'application ® est surjective.

FAIT 1. Si o € CY vérifie fo% a(t) dt # 0 alors, pour toute fonction v € C3_, il existe
une unique fonction h € C3_ telle que b/ + ah = v.

PREUVE DU FAIT 1. Une fonction v € 087r étant fixée, il s’agit de montrer que
léquation différentielle linéaire h’' + ah = v posséde une et une seule solution 27-
périodique.

On sait que les solutions maximales de cette équation sont définies sur R et de
la forme ho(t) = ho(t) + Ce™ Jo ol®) s o ug est une solution particuliere (obtenue

par la méthode de variation de la constante) et C' est une constante. Comme p =
27
e Jo als)ds # 1 par hypothese, il existe une unique constante C' telle que ho(27) =

he(0) (il s’agit de résoudre ’équation hg(27) + Cp = ho(0) + C). Pour cette valeur de
C, la fonction he définie par ho(t) = uc(t+27) est alors solution de la méme équation
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différentielle que he et vérifie he(0) = he(0). Donc he = he dapres le théoréme de
Cauchy-Lipschitz, autrement dit ho est 2w-périodique.
O

FAIT 2. U est un ouvert de C217r, I'application ® est de classe C! sur U, et la différentielle
de @ est donnée par la formule

S(u)h=h"+ (p'ou) x h.

PREUVE DU FAIT 2. Soit ug € U quelconque. Comme ug est continue et périodique,
ug(R) est un intervalle compact de R, contenu dans I par définition de U. Ecrivons
ug(R) = [a, B]. Comme I est un intervalle ouvert, on peut trouver £ > 0 tel que
[ —¢e,B8+¢] CI.SiueCi vérifie |u — ug|| < &, alors a fortiori ||u — uglleo < € et
donc u(R) C [a —e,8 + €] C I. Ainsi, la boule B(ugp,¢) est contenue dans U, ce qui
prouve que U est un ouvert de C3_.

La deuxieme partie est un exercice tout a fait instructif. O

FAIT 3. ®(U) est un ouvert de CJ..

PREUVE DU FAIT 3. D’apres le théoreme de I’application ouverte (corollaire ,
il suffit de montrer que pour tout u € U, la différentielle D®(u) est un isomorphisme de
Ci. sur CY . Si on pose a = p owu, alors D(ID( )h = h' + ah pour tout h € Cs_, d’apres
le fait 2. De plus, on a fo t)dt # 0 car p’ est strictement positive sur I. D’apres le
fait 1, on en déduit que DP®(u ) est bijective de C’27T sur C’%, et donc un isomorphisme
d’aprés le théoreme d’isomorphisme de Banach.

u
FAIT 4. ®(U) est également fermé dans C3, .

PREUVE DU FAIT 4. Commencons par observer que si u € C%ﬂ, alors
(3.1) [poulloe < [[®(u)] oo

En effet, comme p est strictement croissante, ||p o u||» est atteinte en un point a
ou u atteint sa borne supérieure ou sa borne inférieure. On a donc u'(a) = 0, d’ou
[P o ullos =poula) =0(u)(a) < [|P(u)l|oo-

Soit maintenant (g,) une suite d’éléments de ®(U) convergeant dans C3_ vers une
fonction g. Il s’agit de montrer que la fonction g est encore dans € ®(U).

Ecrivons g, = ®(uy), ou u, € U. D’apres et comme la suite convergente
(®(un)) = (gn) est bornée dans CJ_, on voit que la suite (p o uy) est uniformément
bornée; et comme u), = ®(u,) — p o u, on en déduit que la suite (u),) est elle aussi
uniformément bornée. Ainsi, les u,, sont C-lipschitziennes, pour une certaine constante
C indépendante de n. D’apres le théoréeme d’Ascoli, on peut donc supposer, quitte
a extraire une sous-suite, que la suite (u,) converge uniformément sur tout compact
vers une fonctions continue v : R — R. Comme de plus les u,, sont 27-périodiques, la
convergence est en fait uniforme sur R, et la fonction u est 2w-périodique. En revenant
a lidentité u), = ®(u,) —p o uy, = gn — P © Uy, On voit maintenant que la suite (u),)
converge uniformément sur R. Donc u est de classe C!, i.e. u € Cs_, et u/ est la limite
(uniforme) des uj,.

En utilisant & nouveau le fait que la suite (p o u,,) est uniformément bornée et en
se souvenant que p(x) tend vers +oo quand z tend vers les bornes de l'intervalle I
(puisque p(I) = R par hypothese), on voit que les fonctions w,, prennent leurs valeurs



100 5. INVERSION LOCALE, FONCTIONS IMPLICITES

dans un compact K C I indépendant de n. Comme u,(t) — u(t), on en déduit que
u(t) € K C I pour tout t € R, et donc que u € U. Enfin, en passant a la limite dans
l'identité g, = ul, + p o up, on obtient g = v’ + pou = ®(u). Ainsi g € ®(U), ce qui
prouve que ®(U) est fermé dans C3 . O

La preuve de la proposition est maintenant terminée : par connexité de C3,, on
déduit des faits 3 et 4 que ¢(U) = Cgﬂ ; autrement dit I'application ® est surjective, ce
qui est la conclusion souhaitée. ]

4. Le théoréme des fonctions implicites

4.1. Introduction. Le théoreme d’inversion locale permet de résoudre localement
des équations du type ®(u) = A, ou si on préfere ®(u) — A = 0. On va maintenant
s’intéresser a des équations plus générales, de la forme F'(\,u) = 0. Dans ce qui suit,
A, E et E' sont des evn.

DEFINITION 4.1. Soit F: A x E — E', et soit (A\g,ug) € A x E tel que F(\g,up) = 0.
On dira que l’équation F(\,u) =0 définit implicitement u comme fonction C'
de )\ au voisinage de (Ao, up) s’il existe un voisinage ouvert U de uy dans E et un
voisinage ouvert V de Ao dans A tels que

(1) pour tout A € V, il existe un unique u = u(X\) € U tel que F(A\,u(\)) =0;

(i) Uapplication X — u(\) est de classe C' sur V.

Remarque. D’apres la propriété d’unicité dans (i), on a alors u(A\g) = uo.

Cette définition est purement “analytique”, mais on peut la formuler de maniere
plus géométrique en considérant I’ “hypersurface” d’équation F'(A,z) =0 :

LEMME 4.2. Soit T' = {(\,u) € A x E; F(\u) = 0}. Dire que l’équation F(\,u) =0
définit implicitement u comme fonction C* de A au voisinage d’un point (Ao, ug) € T
signifie qu’on peut trouver un voisinage W de (Mo, uo) tel que TNW est le graphe d’une
fonction de classe C'.

DEMONSTRATION. Si U 3 ug et V > )\ sont comme dans la définition, on peut
prendre YW = V x U. Inversement, si W est un voisinage ouvert de (Ao, ug) tel que TNW
est le graphe d'une fonction A ~ u()\) de classe C!, il suffit de choisir des voisinages
ouverts U et V de ug et A\g tels V. x U C W.

O

Exemple 1. Soit F : R x R — R la fonction définie par F(z,y) = 22 +¢y* — 1.

Dans ce cas, I' = {(z,y); F(x,y) =0} est le cercle de centre (0,0) et de rayon 1.

Géométriquement, on voit tout de suite (en dessinant le cercle) que ’équation
F(z,y) = 0 définit implicitement y comme fonction C* de x au voisinage de tout point
(zo,y0) € I tel que yo # 0, i.e. kg # £1 : si on choisit un voisinage ouvert W de
(z0,y0) ne contenant pas les points (1,0) et (—1,0), il est “clair” que W NT est le
graphe d’une fonction x — y(x) de classe C!. Analytiquement, on le justifie comme
suit. Pour yo > 0, on peut prendre V =] —1,1[et U ={y € R; y > 0}. Siz €] —1,1],
léquation F(z,y) = 0 possede une unique solution y(z) > 0, & savoir y(z) = V1 — 22,
et la fonction x — y(z) est de classe C! sur V =] — 1, 1[. Pour yo < 0, on peut prendre
V=]-1,1et U={y € R; y <0}, et dans ce cas la solution est y(z) = —v1 — 22

Au voisinage des points (1,0) et (—1,0), il est tout aussi “clair” géométriquement
que I'équation F(x,y) = 0 ne définit pas implicitement y comme fonction C! de x : si
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W est un voisinage ouvert de (1,0) ou de (—1,0), ensemble W N T n’est visiblement
pas le graphe d’une fonction = — y(x). Analytiquement, on peut le voir de 2 fagons,
par exemple pour le point (1,0). Si V est un voisinage ouvert de g = 1 et U est
un voisinage ouvert de yg = 0, alors V contient a la fois des points x pour lesquels
I’équation F'(x,y) = 0 ne possede aucune solution (n’importe quel z > 1), et des points
x pour lesquels I'équation possede 2 solutions (n’importe quel x < 1 suffisamment
proche de 1 pour que v1 — 22 et —v/1 — x2 appartienne & U). En fait, il n’est méme
pas possible de définir une fonction x +— y(z) de classe C! sur un intervalle I =]a, 1]
telle que F(x,y(z)) = 0 sur I. En effet, on aurait alors (en dérivant par rapport a z)
%—5(1‘, y(x))—l—y’(x)%—g(x, y(x)) = 0 pour tout z € I, autrement dit 2x+2y(z) y'(z) = 0;
et comme y(1) = 0 (puisque 12 + y(1)? — 1 = 0) on en déduirait une contradiction en
prenant z = 1.

On montrerait de méme que 1’équation F'(x,y) = 0 définit implicitement & comme
fonction C! de y au voisinage de tout point (zg,y0) € I tel que x¢ # 0, mais pas au
voisinage des points (0, 1) et (0, —1).

Sur cet exemple, on constate que les deux seuls points de I au voisinage desquels
I’équation F(z,y) = 0 ne définit pas implicitement y comme fonction C' de (& savoir
(1,0) et (—1,0)) sont également les deux seuls points de I' ou la dérivée partielle
S = 2y s’annule. Et de méme, les deux seuls points de I' au voisinage desquels

’équation ne définit pas implicitement z comme fonction C' de y sont ceux pour

lesquels %—I; =0.

Exemple 2. Soit F : R? — R définie par F(z,y) = 22 — y>.

Dans ce cas, I' = {(z,y); F(z,y) = 0} est la réunion des deux droites d’équations
y=xety=—ux.

On vérifie facilement que ’équation F'(z,y) = 0 définit implicitement y comme
fonction de x et x comme fonction de y au voisinage de tout point (zg,yo) € I" différent
de (0,0). (Ezercice).

Au voisinage de (0,0), 'équation F(x,y) = 0 ne définit pas y comme fonction de
x, et pas non plus x comme fonction de y. C’est évident géométriquement : pour tout
voisinage W de (0,0), Pensemble YW N T n’est certainement pas un graphe, car toute
droite verticale ou horizontale passant par un point de YW N T différent de (0,0) et
suffisamment proche de (0,0) rencontre deux fois W NT.

Sur cet exemple, on constate & nouveau que I'équation F'(z,y) = 0 définit im-
plictement 3 comme fonction C! de x au voisinage de tout point (zg, o) € I' tel que
%—Z(xo,yo) = 2o # 0, et qu’elle définit implicitement x comme fonction C' de y au
voisinage de tout point (xg,yo) € I' tel que %—i(mo, Yyo) = 2z # 0.

Ce qu’on vient d’observer sur deux exemples est un phénomene tres général : c’est
exactement le contenu de ce qu’on appelle le théoréme des fonctions implicites.

4.2. Une version “pour enfants”. Sous sa forme générale, le théoreme des
fonctions implicites sera énoncé et démontré plus bas. La proposition suivante est un
cas particulier, ou on ne considere que des fonctions F' de deux variables réelles, et
a valeurs réelles (i.e. A = F = E' = R). La preuve est élémentaire, mais cependant
non-triviale et intéressante.

PROPOSITION 4.3. (théoreme des fonctions implicites dans le plan)
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Soit F : R? — R une fonction de classe Ct. Si (xq,y0) est tel que F(zo,1y0) = 0 et

%(mo, yo) # 0, alors l’équation F(x,y) = 0 définit implicitement y comme fonction de

x au voisinage de (xg, yo).

DEMONSTRATION. Fixons (z9,yo) vérifiant les hypothess ci-dessus. On cherche des
intervalles ouverts I 3 zg et J 3 yg tels que

(i) pour tout = € I, il existe un unique y = y(z) € J tel que F(z,y(z)) = 0;
(ii) Iapplication = +— y(z) est de classe C' sur I.

Supposons par exemple %—5(3:0, yo) > 0. Par continuité de %—5, on peut alors trouver
un voisinage ouvert Wy de (x¢,y0) tel que %—g(m, y) > 0 sur Wy ; et on peut également
supposer que W est de la forme Wy = Iy X Jy, ou Iy et Jy sont des intervalles ouverts
contenant respectivement xg et yg. Alors la propriété suivante a lieu : pour tout x € I
fixé, la fonction y — F(z,y) est strictement croissante sur Jp.

Choisissons § > 0 de sorte que [yg— 9, yo+9d] C Jy. Comme F'(xg,yp) = 0 et comme
la fonction y — F(z,y) est strictement croissante sur Jy, on a F(xg,yo —d) < 0 et
F(zo,yo + ) > 0. Comme l'ensemble {z € R; F(z,yo — ) < 0 et F(z,yo + ) > 0}
est un ouvert de R par continuité de F', on en déduit qu’on peut trouver un intervalle
ouvert I C Iy contenant g tel que F(z,yp — ) < 0 < F(x,y0 + 0) pour tout = € I.

On va montrer que I et J :=]yg — d, yo + ] conviennent.

Six eI, alors F(z,yo —0) < 0 < F(xg + 6). Comme la fonction y — F(x,y) est
continue et strictement croissante sur Jy et donc sur [yo — 6, yo + 6], on en en déduit (a
laide du théoréeme des valeurs intermédiaires) que 1’équation F'(z,y) = 0 possede une
unique solution y(x) € J. Ainsi, (i) est vérifiée.

Admettons provisoirement que la fonction z — y(z) est continue sur I, et montrons
quelle est en fait de classe C'.

Fixons un point = € I, et posons a = %—i(ay(:n)) et b= %—g(x,y(:n)). Comme la
fonction y est continue au point x, on peut écrire
y(x + h) =y(x) +e(h),

ou g(h) — 0 quand h — 0; et comme F est différentiable en (z,y(x)), on a donc

Fx+h,y(x+h) = F(x+hyx)+elh))
= F(x,y(x))+ah+be(h)+ R(h),

ou R(h) = o(|h| + |e(h)|) quand h — 0.
En se souvenant que F(z,y(z)) = 0 = F(ax+h,y(z+h)) et comme b = %—5(1‘, y(x)) #
0 (car y(z) € I C Jy) on en déduit

(4.1) e(h) = —%h+o(|h!~|—|e(h)|).

la|

Pour h assez petit, on a donc en particulier |e(h)| < 7] |h| + 3(|h] + |e(R)]), au-
trement dit |e(h)] < 2 (% + %) |h|. Ainsi, e(h) = O(]h|) au voisinage de 0, d’ou en
revenant a (4.1) :

e(h) = —%mo(\m).
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Par définition de (h), cela signifie que la fonction y est dérivable au point x, avec

y'(z) = —2. Ainsi, on vient de montrer que y est dérivable sur I avec

oF

3y (@, y(@))
et comme la fonction y est continue, cette formule montre que y est en fait de classe
ct.

Montrons maintenant que la fonction y est effectivement continue sur I. Soit (x,)
une suite de points de I convergeant vers =, € I, et supposons que y(x,) ne tende
pas vers y(Zo ). Quitte & extraire une sous-suite, on peut supposer qu'on a |y(z,) —
Y(To)| > €0 pour tout n et pour un certain £y > 0. D’autre part, la suite (y(x,))
est bornée car y(z,) € J =]yo — 6,90 + d[. On peut donc trouver une sous-suite
y(xy,) qui converge vers un certain yoo € [yo — 6, yo + 6|. Par continuité de F', on a
alors F(Zoo,Yoo) = m F(xy,,y(zyn,)) = 0; et comme la seule solution de I’équation
F(xs0,y) = 0 dans lintervalle [yo — 0, yo + d] est y = y(x0), on a donc Yoo = y(zo0)-
Ainsi, y(zp, ) tend vers y(zo ), d’olt une contradiction puisque |y(zp, )—y(zs)| > €0 > 0
pour tout k. On a donc bien montré que la fonction y est continue sur I. O

Ezercice. Vérifier que la démonstration précédente s’adapte au cas d’une fonction F' :
A xR — R, ou A est un evn.

La proposition suivante donne une formule pour la dérivée de la fonction impli-
cite. Il est inutile d’apprendre cette formule par coeur, mais indispensable de savoir la
redémontrer rapidement.

PROPOSITION 4.4. (dérivée de la fonction implicite)

Soit F': R x R — R vérifiant les hypothéses du théoreme des fonctions implicites
au voisinage d’un point (N, up), et soit A — u(X) la fonction implicite associée. Alors
%—Z(A,u()\)) ne s’annule pas au voisinage de \g, et la dérivée de u est donnée par la

formule

S u)
W =g
o )

DEMONSTRATION. Par continuité, %—5()\, u(A)) ne s’annule pas au voisinage de Ao
puisque %()\O,U()\o)) = %—Z(Ao,uo) # 0. En dérivant la relation F'(A,u(\)) = 0 par
rapport a A, on obtient

oF oF ,
a()\au()\)) + %(Aau()\)) xu'(A\) =0,
d’ou la formule souhaitée. O

COROLLAIRE 4.5. Sous les hypothéses précédentes, la fonction implicite u posséde la
meéme régularité que la fonction F : si F posséde des dérivées partielles continues
jusqu’a un certain ordre k, alors u est de classe CF.

DEMONSTRATION. La formule donnant w/(\) montre que v est de classe C¥~1. [0

Exercice 1. Montrer que la relation 23y + 2z%y? + 22 + y = 0 définit implicitement y
comme fonction de classe C*° de x au voisinage de (0, 0) et déterminer le développement
limité & l'ordre 2 en 0 de la fonction y(z).
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Exercice 2. Soient a,b € R avec a < b. Montrer que 1’équation (z —a)(z —b) +ex® =0
définit implicitement = comme fonction C* de ¢ au voisinage de (0,a) et au voisinage
de (0,b). En déduire que pour € > 0 assez petit, 'équation (x —a)(z —b) +ex® =0 =0
possede trois solutions x1(e) < za2(e) < x3(e), puis déterminer les développements
limités & l'ordre 1 de z1(¢) et x2(¢) quand € — 0T, et un développement asymptotique
de z3(¢).

4.3. Le cas général. Passons maintenant a la version générale du théoreme des
fonctions implicites, ol on revient au cas d’une fonction F': A x £ — E'.

NOTATION. Pour toute fonction F': A x E — E’ pour (Mg, ug) € A x E donné, on note
F\,: E— E' et F“ : A — E' les “fonctions partielles” définies par

Fy(u) = FQho,u) et F(\) = F(\ug) .

Si F est différentiable en (Mg, up), les différentielles partielles de F' au point
(Mo, up) sont les applications linéaires DyF (Ao, uo) : A = E' et D, F (Ao, uo) : E — E'
définies par

D)\F()\(), uo) = DF%o ()\0) et DuF()\(), UO) = DF)\O (UO) .
Le lemme suivant est ’analogue du théoreme du chapitre 3.

LEMME 4.6. Si F = A x E — E' est différentiable en (Mo, ug), alors DyF(\g,up) et
D, F(Xo,up) s’identifient aux restrictions de D f(Xo,up) a Ax{0} ~ A et {0} xE ~ E.
Pour h = (hy,hy) € A X E, on a donc

DF()\(), u())h = D,\F(}\Q, U/())h)\ + DuF()\(), ’U,())hu .

DEMONSTRATION. On a F*0 = Fo[% et F\, = Foly,oulI":A— AxFE et
I, : E x A x E sont définies par I"0(X) = (A, ug) = (Ida(N), uo) et In,(u) = (Ao, u) =
(uo, Idg(u). Les applications Idp et Idg étant linéaires continues et les applications
A — ug et u — Ag constantes, on a DI"0(X\g)hy = (Idphy,0) = (hy,0) pour tout
hx € A, et DIy, (ug)hy = (0, hy) pour tout h, € E. Par conséquent, DF"0(\g)h) =
DF (1" (X)) (DI"(Xg)hy) = DF(Xo,uo)(hy,0) et DF)\,(up)hy = DF (Ao, u0)(0, hy).
Cela prouve la premiere partie du lemme. La seconde partie en découle immédiatement :
pour h = (hy,hy) € A X E, on a

DF(Xo,up)h = DF(Ao,ug)(ha,0) + DF (Mo, u0)(0, hy)
DyF (Mo, up)hy + Dy F(Xo, ug)hy, -
O

THEOREME 4.7. (théoréme des fonctions implicites)

Supposons les evn A, E et E' complets. Soit F : A x E — E' de classe C' au
voisinage d’un point (Ao, up), avec F(Ao,up) = 0. Si DFy,(ug) : E — E’ est inver-
sible, alors l’équation F(\,u) = 0 définit implicitement u comme fonction C' de \ au
voisinage de (Ao, up)-

Remarque 1. Si A = E' et si F est de la forme F(\, u) = ®(u) — A pour une certaine
fonction ® : E — E', alors DF), = D®(ug). On retrouve donc le théoréme d’inversion
locale.

Remarque 2. Bien entendu, il suffit de supposer que F est définie (et C') seulement
sur un voisinage de (Ao, up).
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PREUVE DU THEOREME. Soit ® : A x £ — A x E’ l’application définie par
DN u) = (A F(\u)).

Autrement dit, en écrivant ®(\,u) en colonne et en notant mp : A X E — A la “pro-
jection canonique”
_ (™A
o(ru) = (A% -

L’application ® est de classe C!, et pour h € A x E écrit en colonne sous la forme

h = (Zi),ona

w0n i = (ppit o)

_ hx
B <DAF()\0, up)h + Dy F'( o, uo)hu)

Ainsi, D® (Ao, up) s’écrit “matriciellement” sous la forme

Idy O
D@(Ao,Uo)Z(AA B)

ou A = DyF(\g,up) € LA, E'), B= D F(\o,up) € LIE,E') et 0 € L(E,\).
Comme B = D,F(\g,up) est supposée inversible, on en déduit facilement que

D® (X, up) est inversible : ce serait évident dans le cas ot A = RP et E = R? = F’
en utilisant le déterminant jacobien puisque Jg (Ao, up) = J, Py (up) # 0; et dans le cas

général on voit (faire le calcul) que D®(\g,up)~! est donné matriciellement par

_ Id 0
(Ao, up) ' = (B—AlA B_l) .

D’apres le théoreme d’inversion locale, ® est un difféomorphisme local au point
(Ao, up). Comme P(Ng,up) = (Ag,0), il existe donc un voisinage ouvert U de (Ng, ugp)
dans A x E tel que @y est un difféomorphisme de U sur un ouvert U c A x £
contenant (Ao, 0).

Choisissons un voisinage ouvert V' de Ag dans A et un voisinage ouvert U de ug
dans E tels que V x U C U et V x {0} C U'. Alors, pour (A\,u) € V x U, on a les
équivalences suivantes :

Fou)=0 < &\ u)=()0)
= ()= (@) (A0
= u=mp|(®) 7 (10)],

oung:Ax E — FE est la projection canonique.
On en déduit que pour tout A € V, il existe un unique u = u(A) € U tel que
F(XAu) = 0. Ce point u() est donné par la formule u(X) = 7p[(Py) (A, 0)] et

dépend donc de facon C! de X puisque 11>|u est C. U
COROLLAIRE 4.8. Soient Fy,...,F, : R™™ — R des fonctions de classe C' au
voisinage d’un point pg € R™™ tel que Fi(pg) = -+ = Fu(po) = 0, et soient

Sly-y8n € {1,...,m 4+ n} avec s; < .-+ < s,. Si la matrice (aamsv(po» est
J ij=1
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wnversible, alors le systeme d’équations

F1($1, e ,CL’ern) =0

Fn(JL'l, cee ,$m+n) =0
définit implicitement zs,, ..., xs, comme fonctions C' des autres variables (au voisi-
nage de pg).

DEMONSTRATION. Quitte & permuter les variables, on peut supposer que s1, ..., s,
sont les n derniers indices, i.e. s = m +1,...,s, = m + n. En identifiant R**™ 3
R™ x R™, écrivons pg = (Ao, ug) et définissons F' : R™ x R™ — R par

Fi(\u)

F(\u) = :
Fn(\u)
. dF; n L . . , ..
Alors la matrice (3%, (m)) ) est précisément la matrice jacobienne de ’application
j ij=

Fy, : R" — R". Par conséquent, le résultat découle directement du théoreme des
fonctions implicites. O

COROLLAIRE 4.9. Soit F : R? x R — R de classe C', et soit (A, up) € RP x R tel que
F(Xo,ug) =0. Si g—i()\o, ug) # 0, alors l'équation F(\,u) = 0 définit implicitement u
comme fonction C* de A\ au voisinage de (N, uo).

Remarque. Lorsque p = 1, i.e. pour F' : R x R — R, il est tres fréquent que l'on
ne se souvienne plus de I'’hypothese permettant d’appliquer le théoreme des fonctions
implicites : doit on supposer %(Ao,uo) = 0 pour pouvoir exprimer u en fonction de
A, ou bien %(Ao,uo) # 07 Pour s’en souvenir, on peut raisonner comme suit : on
veut qu’il n’y ait, pour un A donné qu’une seule solution a l’équation F'(A\,u) = 0;
donc il faut que F'(A,u) varie lorsque u varie et que A reste fixe; et ceci est vrai si
g—f ne s’annule pas car alors la fonction u — F'(A, u) est strictement monotone. (C’est
exactement le raisonnement utilisé dans la preuve de la proposition .

Exemple. Continuité des racines d’un polyndme.

Soit n € N*| et notons ZS,, I'ensemble de tous les polynomes P a coefficients
réels et de degré n possédant n racines réelles distinctes. Pour P € ZS,,, notons
A(P),..., A\ (P) les racines de P rangées par ordre croissant. On va montrer que
ZS,, est un ouvert de R,[X] (muni de n’importe quelle norme), et que l’application
P (M (P),..., \(P)) est de classe C' sur ZS,,.

Dans la suite, on posera A(P) = (A1(P),..., A\n(P)) pour P € ZS,,.

Soit U = {A = (A1,..., ) € R™ Ay < -+- < Ay}, et considérons 'application
F :R,[X] x U — R™ définie par

L’application F' est visiblement de classe Cl. Pour P € R,[X] fixé, la matrice
jacobienne de 'application “partielle” Fp : U — R™ est diagonale :

P'(A1)
Jacp, (A1, ..., ) =
P'(An)
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Si P € ZS,, alors A(P) € U et P'(\;(P)) # 0 pour tout j car \j(P) est une racine
nécessairement simple de P; donc la matrice Jacg, (A(P)) est inversible. D’apres le
théoreme des fonctions implicites, on en déduit que pour tout Py € ZF,,, il existe un
voisinage Vy de Py et une application ji : Vo — U de classe C! tels que F(P,u(P)) =0
pour tout P € Vp. En posant i(P) = (u1(P), ..., un(P)), cela signifie qu’on a p; (P) <
o+ < pn(P) et P(pj(P)) = 0 pour tout j € {1,...,n}. Ainsi, on voit que si P € Vp,
alors P € Z8S,, et les 11;(P) sont les racines de P rangées par ordre croissant ; autrement
dit z(P) = A(P).

On vient de montrer que pour tout Py € ZS,,, on peut trouver un voisinage ouvert
Vo de Py tel que Vi C Z8S,, et Papplication \ est de classe C! sur V. En d’autres termes,
ZS, est un ouvert de R,[X] et A est de classe C! sur ZS,,.
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